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2.3 Beklenen Degerler

Bir parcacidin dalga fonksiyonunun, parcacigin 6zellikleri hakkinda bilgi tasidigint
sOylemistik. Dalga fonksiyonu kullanilarak hesaplanabilecek niceliklerin basinda
beklenen degerler gelir. Once beklenen deger kavraminin ne oldugunu, sonra da dalga
fonksiyonu kullantlarak beklenen degerlerin nasil hesaplandigunt a¢iklayalum.

Bir 6zelligin beklenen degeri, o 6zelligi 6l¢gmek icin 6zdes sistemler izerinde yapilacak
sonsuz sayida dl¢iimiin verecedi “ortalama degeri” ifade eder. Ornegin cok sayida
Ozdes sistem lizerinde yapilan 6l¢iimler %40 olasilikla a sonucunu, %25 olastlikla b
sonucunu, %35 olastlikla ¢ sonucunu veriyorsa beklenen degeri

(40a + 25b + 35¢) /100 olarak hesaplartz.

Kuantum mekaniginde beklenen dederleri hesaplamak i¢in beklenen degeri
hesaplanacak dzellikle ilgili “operatdr”, normalizasyon integralinde W* (z, t) ile
U(z,t)’nin arasina yerlegtirilir. Ornegdin konumun beklenen degerini () hesaplamak
icin kullanilmast gereken esitlik sudur:

oo
T = / U*(x,t)xV(z, t)dx
J —0o0
Momentumun beklenen dederini hesaplamak icinse su esitlik kullanimalidur:
= 0
5= / W (2, 6)(—ih oW, 1))d
G

J —oc

Benzer bigimde enerji operatoriinti kullanarak enerjinin beklenen degerini de
hesaplayabilirsiniz:
i o0 i)
E= / U*(x,t)yih—V(x,t)dx
e ot
Genel olarak konumun, momentumun ve zamanin herhangi bir fonksiyonu olarak
ifade edilebilen herhangi bir dinamik niceligin beklenen degeri

- S 0
f(ﬂ:’,p,t) = / \Ij*(x’t)fop(x7 —zh%,t)\ll(x,t)dr

bi¢iminde hesaplanabilir.

Bu hesaplarn verecedi degerlerin 6l¢im sonuglart dedil, 6l¢im sonuglart i¢in
beklenen degerler oldugunu bir kez daha belirtelim.
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2.4 Zamandan Bagumsiz Schrodinger Denklemi

Schrédinger denklemi, bir sistemin dinamiklerini ifade eden bir diferansiyel denklem
oldugu i¢in, dogal olarak, zaman koordinatint da igerir. Bu denklemin ¢éztimleri de
zamana bagli ¢oztimlerdir.

Zamana baglt Schrédinger denklemini analitik olarak ¢c6zmek genellikle zordur.
Sistemdeki potansiyel enerjinin zamandan bagumsiz olmast durumunda (V = V' (x))
ise degiskenlerin ayrilmast olarak adlandirilan bir teknikten yararlanilarak ¢6zim
siireci biraz kolaylastirilabilir. ilk olarak zamana bagl Schrédinger denkleminin
“herhangi bir ¢6zimil” sadece zamann fonksiyonu olan bir ¢ (¢) fonksiyonu ile
sadece uzay koordinatlarinin bir fonksiyonu olan bir ¢(x) olarak yazilir. Oyle ki ¢ ()
fonksiyonlart zamandan bagumsiz Schrédinger denklemlerinin ¢6ztimleridir:

1 o(a)

- 2m  Ox?

+ V(2)¢(z) = E¢(x)

Bu esitligi saglayan bir ¢(x) fonksiyonuna karsilik gelen ¢(t) fonksiyonu ise

o(t) = e Pt olur. Schrodinger denklemleri lineer denklemlerdir. Dolayisiyla farklu
¢Oztimlerin lineer kombinasyonlart da Schrodinger denklemlerini ¢dzer: Sayet

o1(x), pa(x), . . . zamandan bagumsiz Schrodinger denkleminin F1, Es, . . . enerji
degerlerine karsilik gelen ¢éziimleriyse zamana bagl Scrédinger denkleminin ¢6zimu
bu ¢6ziimlerin bir lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir:

U(x,t) = crdn(z)e” Frl 4 copo(x)e " H20 4 ..

Bu acilundaki ¢; karmasik sayilarinin alabilecedi degerleri sinurlandiran tek sey
normalizasyondur.

Zamandan bagumsiz Schrodinger denklemi 6zdeger esitliklerinin bir 6rnegidir. Genel
olarak A, herhangi bir operatér; f, bir fonksiyon; A, bir say1 olmak tizere 6zdeger
esitliklerini A f = \f olarak ifade edebiliriz. Bu esitligi saglayan A degerlerine A
operatéruniin 6zdegerleri, f fonksiyonlarina ise A operatoriiniin dzfonksiyonlart
denir.
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2.5 Schrodinger’in Teorisi ve Kuantizasyon

Planck kara cisim 1sumasint, Bohr ise atomun yapisint a¢tklamak i¢in kuantizasyon
postulatlart ortaya atmustt (bkz. 1.1 ve 1.5). Schrodinger’in teorisindeyse bu ve benzeri
deneysel verileri agiklamak i¢in postulatlara gerek yoktur. Kuantizasyon (enerjinin
paketler halinde sogurulup yayimast), Schrodinger’in teorisinin dogal bir sonucudur.

Bir sistemde kuantizasyon olup olmadigint kuramsal olarak tahmin etmeniz i¢in
yapmantz gereken sey Schrédinger denklemini ¢dzmektir. Ornedin zamandan
bagumsiz Schrédinger denklemi enerji 6zdegerlerinin stireksiz oldugunu, baska bir
deyisle ancak belirli degerler alabilecedi sonucunu veriyorsa enerjinin kuantize
oldugunu gortrsintz.

Zamandan bagumsiz Schroédinger denklemi kullanilarak yapilan hesaplar genel olarak
su sonucu verir: Bir par¢acik klasik fizige gore toplam enerjisi potansiyel enerji
engellerini asmaya yetmedidi icin bir hacmin i¢ine hapsolmak zorundaysa
Schrodinger’in teorisi enerjinin kuantize oldugunu séyler. Eger parcacik klasik fizige
gobre bir hacmin i¢ine hapsolmak zorunda dedilse toplam enerjisi herhangi bir degere
sahip olabilir. Atomlarin yapist da bu genel kurala uyar. Bir elektronun bir atoma bagl
olmasinin nedeni, sahip oldugu toplam enerjinin kendisini atom ¢ekirdegine baglayan
elektromanyetik kuvveti yenmeye yetmemesidir. Schrodinger denklemlerinin
¢Ooztimleri bu durumda elektronun sahip olabilecedi enerjinin kuantize oldugunu
gosterir. Bir elektron bir fotondan aldigt enerjiyle kendini atom ¢ekirdegine baglayan
elektromanyetik kuvveti yenerek atomdan koptugundaysa artik bir hacmin i¢ine
hapsolmus dedildir. Dolayistyla uzayda serbest dolasan bir elektronun enerjisi
herhangi bir degeri alabilir.

2.6 Olciimler

Bir sistemin dinamiklerini tanumlayan bir kuramdan beklenen, sistem tizerinde
yapilacak 6l¢limlerin sonuglart hakkinda tahminler sunmasidir. Kuantum mekanigi de
dalga fonksiyonunun ne oldugu bilinen bir sistemde yapilacak dl¢iimlerin sonuglart
hakkinda bilgi verir. Ancak bu bilgiler klasik fizikte oldugu gibi kesin degil olasiliga
dayalidir.

Kuantum mekaniginde bir 6l¢iim sonucu hakkinda tahminlerde bulunmak i¢in 6zetle



2.7. SUPERPOZISYON DURUMLARI VE DALGA FONKSIYONUNUN COKMESI 37

soyle bir prosediir takip edilir: ilk olarak 6l¢iim yapilacak dzellikle ilgili operatdriin
Ozdegerleri ve 6zfonksiyonlart bulunur. Daha sonra sistemin dalga fonksiyonu,
bulunan ézfonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu olarak ifade edilir. Sayet A
Ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonun dalga fonksiyonunun acilimindaki katsayist
(lineer kombinasyondaki katsayt) ¢ ise 6l¢im sonucunda A degerinin bulunma
olasthigt \C\Z’dir. Bu 6l¢im hesabt, Born’un olasilik ag¢iklamasinin bir uzantisidir.

Olclim hesabint farazi bir sistem tizerinden érneklendirelim. Belirli bir sistem icin
enerji operatoriiniin 6zdegerlerini ve 6zfonksiyonlarint ¢6zdigiimuzi ve iki ayrt
¢6ziim buldugumuzu distinelim. ¢, [/ enerjisine; ¢, F> enerjisine karstlik gelen
ozfonsiyonlar olsun. Sayet sistemin belirli bir andaki dalga fonksiyonu

U = 0,6¢1 + 0, 8¢s ise sistemin enerjisini dl¢mek i¢in yapilan bir deney

10,6/ = 0, 36 olasilikla £, sonucuny, |0, 8|> = 0, 64 olasilikla F sonucunu verir.
Bu tahmini tek bir deneyle dogrulamaniz tabii ki imkansizdir. Yapilmast gereken 6zdes
sistemler izerinde tekrar tekrar deneyler yaparak hangi sonucun hangi olastlikla
ortaya c¢tktigunt belirlemektir. Ornedin kuramsal tahminler dogruysa 100 ézdes sistem
lizerinde yapilacak enerji 6l¢limlerinin yaklasik 36 tanesi £/; sonucunu, yaklasik 64
tanesi ise F5 sonucunu vermelidir. Ol¢iim sayist sonsuza yakinsarken bu olastliklar da
tam olarak 0, 36’ya ve 0, 64’e yakinsamalidir. Bu 6l¢timlerin beklenen degeriyse
0,36F7 + 0, 64 E5’ye esittir.

2.7 Superpozisyon Durumlart ve Dalga Fonksiyonunun
Cokmesi

Kuantum mekaniksel sistemler tizerinde yapilan 6lgtimlerin dalga fonksiyonunun
“cOkmesine” neden oldugu sdylenir. Bir sistemin dalga fonksiyonu 6l¢iimden 6nce
muhtemel 6l¢iim sonuglarinin bir stiperpozisyonu (lineer kombinasyonu) olabilir.
Ornegin A1, Aa, A3, . .. 6l¢iim sonucunda bulunabilecek ézdegerler, ¢1, P2, @3, . . .
ise bu 6zdegerlere karstlik gelen ¢oziimler olsun. Olciimden énce sistemin dalga
fonksiyonu W, bu 6zfonksiyonlarin herhangi bir lineer kombinasyonu olabilir:

U = c1¢1 + cago + c3¢3 + ... Actumdaki cq, co, 3, . . . katsayilarinin alabilecedi
sonsuz farkli degere karsilik gelen sonsuz farkli lineer kombinasyon vardir. Ancak bir
kez sistem tizerinde 6l¢iim yapildiktan sonra durum degisir. Ornegin 6lgiim
sonucunda 6zelligin dederinin A3 oldugu bulunmussa artik sistemin dalga fonksiyonu
U = ¢3’tlr. Siperpozisyon yok olmus, sistemin dalga fonksiyonu 6l¢iim sonucuna
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karstlik gelen ézfonksiyona ¢ékmiistiir. Ol¢iimden sonra gevre ile yasanacak
etkilesimler tabii ki yeniden stiiperpozisyon durumlarinin ortaya ¢tkmasina yol agabilir.
Ancak Olctlen 0zelligin degismesine neden olacak herhangi bir etkilesim yasanmadigt
surece, aynt Ozellikle ilgili tekrar tekrar yapilacak dl¢timler hep aynt sonucu verecektir.
Clnki artik ¢3 = 1, diger tiim katsayilarsa sifirdwr. Dolaysiyla tiim dlgtimler |1| 2=1
olastlikla A3 sonucunu verecektir.

2.8 Heisenberg Belirsizlik ilkesi

Kuantum mekaniginin temel ilkelerinden biri belirsizlik ilkesidir. Bir sistem hakkinda
edinilebilecek bilgilerin bir sinirt oldugunu sdyleyen bu ilke, cesitli 6zellik ¢iftlerinden
biri hakkindaki belirsizlik ne kadar azsa digeri hakkindaki belirsizligin o kadar fazla
oldugunu soyler. Bu 6zellik ¢iftlerinin degerinin ne oldugu es zamanlt él¢timler ve
keyfi derecede kii¢iik hata paylar ile belirlenemez. Cesitli Ol¢imlerle birindeki
belirsizlik ne kadar azaltilirsa digerindeki belirsizlik o kadar artar.

Heisenberg belirsizlik ilkesinin gegerli oldugu 6zellik ¢iftlerinden biri konum ve
momentum, bir digeri ise zaman ve enerjidir. Bu 6zellik ¢iftleri i¢in belirsizlik ilkesi
matematiksel olarak su esitsizliklerle ifade edilir:

h

T > —
ApAz >3
AEAtzg

Bu esitsizliklerde Ap, Az, AE, ve At sirastyla momentumdaki, konumdaki,
enerjideki ve zamandaki belirsizligi ifade eder. Bir s 6zelliginin belirsizlik degeriyse, 5

s'nin beklenen degeri ve s2 s’nin karesinin beklenen degeri olmak iizere, \/ s2 — 52

seklinde hesaplanir. Ornedin momentum igin Ap = \/]? = ]_)2 ’dir. Bu hesabt
yapmak i¢in 6nce momentumun beklenen degert (p) ve momentumun karesinin
beklenen degeri (p?) hesaplanmalidur.

Konum ile momentum arasindaki belirsizlik iliskisinin anlamt 6zetle sudur: Bir
par¢acigin konumundaki belirsizlik ne kadar azsa (¢oksa) momentumundaki belirsizlik
o kadar coktur (azdir). Olctimler yoluyla bir parcacigin konumundaki belirsizligi ne
kadar azaltmaya calisirsaniz parcacigin momentumundaki belirsizlik o 6l¢tide artar.
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Heisenberg belirsizlik ilkesiyle ilgili esitlikleri tiiretmenin yollarindan biri,
operatorlerin genel dzelliklerine odaklanmaktir. A ve BB herhangi iki operatér, f ()
herhangi bir fonksiyon olmak tizere AB f(x) # BAf(x) ise A ve B operatorlerinin
karsilik geldigi fiziksel 6zellikler i¢in her zaman yukaridakilere benzer esitsizlikler
tlretilebilir. Esitsizliklerin sag tarafindaki katsayilar ise A ve B operatdrlerinin ne
olduguna baglt olarak degisir. S6z konusu konum ve momentum oldugunda da aynt
durum gegerlidir:

w(-in28 4 in 2 (@ f(w))

Neden bazi 6zellik ¢iftleri i¢in belirsizlik ilkeleri oldugunu anlamanin yollarindan
biriyse 6l¢limlere odaklanmaktir. Kuantum mekanigi, 6l¢cim sonucunda dalga
fonksiyonunun 6l¢iim sonucuna karsilik gelen 6zfonksiyona ¢okecedini soyler.
Dolayisiyla herhangi iki 6zelligin es zamanlt 6l¢tilebilmesi i¢in bir dalga
fonksiyonunun iki 6zellige karsilik gelen A ve B operatorlerinin her ikisinin de
dzfonksiyonu olmast gerekir. Bu durum ise ancak AB f(x) = BAf(x) olmast
hdlinde mimkindir.

Heisenberg belirsizlik ilkesiyle ilgili 6nemli bir noktay belirtelim. Belirsizlik ilkesi bir
sistem hakkinda edinilebilecek bilgilerin bir sinirt oldugunu sdyler. Ancak bu durum
sistemin aslinda belirli 6zelliklere sahip oldugu, belirsizliklerin ise bilgi eksikliginden
kaynaklandigt anlamwna gelmez ya da belirsizliklere neden olan Ol¢tiimler degildir.
Belirsizlikler kuantum mekaniksel sistemlerin i¢kin bir 6zelligidir.

2.9 Kuantum Spin ve Pauli Disarlama Ilkesi

Kuantum mekanigindeki temel kavramlardan biri spindir. Klasik fizikte spin terimi bir
cismin kendi kiitle merkezi etrafindaki agisal momentumunu ifade eder. Dolayistyla
protonlar, elektronlar gibi noktasal (boyutsuz) olarak ele alinan parcaciklarin spininin
olmast beklenmez. Ancak deneysel ¢alismalar temel madde par¢aciklarinin da igkin
bir agisal momentuma sahip oldugunu goésterir.

Kuantum spin, par¢aciklarin kuantize olan (sadece belirli degerler alabilen)
dzelliklerindendir. Ornegdin bir elektronun spini élctildiigiinde bulunabilecek iki
muhtemel sonug vardir: Par¢acigin spini ya 6l¢imiun yapildigt yondedir ya da bu
yontin tam olarak zittt ydndedir. Spin agisal momentumunun biytkligi £ /2’dir. Iki
ayrt yone karsilik gelen spin 6zdegerleriyse +h /2’dir. Iyi ayn spin durumu séz konusu



40 BOLUM 2. KUANTUM MEKANIGININ TEMELLER]

oldugu igin bir elektronun spini “iki degerlidir”. Eger +7/2 6zdegerine karsiik gelen
durumu + sembolilyle, —/ /2 6zdegerine karsilik gelen durumu — semboliiyle ifade
edersek bir elektronun dalga fonksiyonunu ifade etmenin uygun bir yolu iki bilesenli
vektdrlerdir: (¢ (x,t), ¢— (x,t)). Bu vektdrin ilk bileseni elektronun belirli bir anda
uzayn belirli bir noktasinda ve spininin +7% /2 olma thtimalini, ikinci bileseniyse
elektronun belirli bir anda uzaywn belirli bir noktasinda ve spininin —7,/2 olma
ihtimalini ifade eder.

Kuantum spin, kuantum istatistikle yakindan iliskilidir. Wolfgang Pauli tarafindan
ispatlanan spin-istatistik teoremi; spini 1/2’nin tek katlart olan 6zdes pargaciklarin
Fermi-Dirac istatistigine, spini tam sayt olan 6zdes parcaciklarinsa Bose-Einstein
istatistigine uyacagunt sgyler. Spini 1/2’nin tek katlart olan parcaciklar fermiyon, spini
tam sayt olan parcaciklarsa bozon olarak adlandurilir. Fermi-Dirac istatistigine uyan
fermiyon tiirii pargaciklar i¢in Pauli disarlama ilkesi gegerlidir: iki 6zdes fermiyon aym
kuantum durumunda bulunamaz. Bose-Einstein istatistigine uyan bozon tiirii
parcaciklar iginse Pauli disarlama ilkesi gegerli degildir: iki 6zdes bozon aynt kuantum
durumunda bulunabilir.

Pauli disarlama ilkesinin uygulama alanlarindan biri de atomlardir. Bir atomdaki
elektronlarin tamaminin aynt enerji seviyesine yigillamamasinin nedeni, elektronlarin
spininin 1/2 olmast ve dolayistyla fermiyon tiiri par¢aciklar olmalandir.

2.10 Dolaniklik

Kuantum fiziginin klasik fizikte 6rnegdi olmayan sira dist 6zelliklerinden biri
dolanikliktwr. Birden fazla pargacik iceren sistemlerle ilgili bu olguyu agiklamak i¢in iki
elektronun spin durumlarint ele alalim.

Spin Sl¢imlerinin sonuglarina karsilik gelen iki durumu | 1) ve | ) olarak ifade
edelim. S6z konusu tek bir elektron olsaydi bu elektronun spin durumu, bu iki
durumun herhangi bir lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilirdi: ¢1| 1) + co| ).
S6z konusu iki elektronun spin durumu oldugundaysa dort ayrt muhtemel 6lgim
sonucu vardw: | )| 1), | T L), [ 4) 1) ve | 1)] J). Dolayisiyla iki elektronun
herhangi bir andaki spin durumu da bu dort kuantum durumunun bir lineer
kombinasyonu olarak ifade edilebilir: ¢1 | )| 1) +co| 1| 1) +¢3| )] 1) +ca| 1) 4)-
Bu ac¢ilumdaki ¢; katsayilart genel olarak karmastk saytilardir ve saglamalart gereken tek
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kosul normalizasyondur. Acilumdaki sembollerden ilki her zaman birinci parcacigin
spinine, ikincisi her zaman ikinci par¢acigin spinine karsuik gelir.

Iki elektronun spininin sahip olabilecedi sonsuz sayldaki kuantum durumlarindan
baztlart sunlardu: (| 1) 4) = [ DI 1), 7z (I DI + 21 D11 = D),

—5(2| DI —| ¢>| 7). Bu kuantum durumlarindan bazilan dolantk durumlar
olarak adlandurtlir. Bu durumun nedeni elektronlarin spin durumlarinn birbirine
dolanms gibi olmasidir. Ornegin —= (| ML) —14)] 1)), dolanik durumlarin bir

Ornegidir. Bu stiperpozisyon dururnunda ne birinci elektronun spini | 1), ikinci
elektronun spini | |) ne de birinci elektronun spini | J.), ikinci elektronun spini

| 1)dir. Bu dolantk durumlarla ilgili ilging 6zelliklerden biri, herhangi bir pargacik
uzerinde yaptlacak spin 61giim1"1n1"m diger parcacigin spini hakkinda da bilgi
vermesidir. Ornegin spinleri == (\ M) —14)| 1)) durumunda olan iki elektrondan

birincisinin spinini élgerseniz (\}5) = 0, 5 olastlikla | 1) sonucunu, (:/—%)2 =0,5

olasiikla da | |) sonucunu bulursunuz. Ancak elde ettiginiz sonug ne olursa olsun
ikinci elektronun spini hakkinda da c¢tkarum yapabilirsiniz. Ornegin sonucu | 1) olarak
bulmugsaniz iki elektronun spin durumunun | )| 1)’ye ¢oktigtni bilirsiniz.
Dolayisiyla 6lgiimden sonra ikinci elektronun spin durumunun da artik | 1) oldugu
kesindir.

Birbirine dolanik haldeki parcaciklardan biri tizerinde 6l¢im yaparak digeri hakkinda
da bilgi edinmek, kuantum fizigine 6zgii bir durumdur. Klasik fizikte bir analogu
yoktur.

2.11 Basit Sistemler, ilging Sonuglar

Kuantum mekaniginin gercek sistemlere uygulanmast ileri seviyede matematik bilgisi
gerektiriyor. Ancak basit, farazi, bir boyutlu sistemlere odaklanarak da kuantum
fiziginin swra dist 6zellikleri hakkinda fikir edinmek mimkiin. Asagidaki kisumlarda
zamandan bagumsiz Schrédinger denkleminin ¢6ztimlerini birkag basit sistem i¢in ele
alip matematiksel detaylara fazla girmeden sadece sonuglar belirtecegiz. Bu durumun
tek istisnast en sondaki sonsuz potansiyel enerji ¢ukuru sistemi olacak. Bu problemi
¢Ozerken “detaylart agiklanan” matematiksel islemleri takip etmek icin lise seviyesinde
matematik bilmek yeterli.
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2.11.1 Serbest parcacik

Ele alinabilecek en basit durum, uzayda serbestce dolasan bir parcaciktir. Potansiyel
enerji yerine V' (z) = 0 koydugumuzda zamandan bagumsiz Schrédinger denklemi su

hale gelir:
h? 9%p(x)
2m  Ox?

Sayet pargacik pozitif 2 yoniinde hareket ediyorsa bu denklemin ¢oztimleri, A bir
karmasik sayt olmak tizere, su sekilde ifade edilebilir:

= E¢(z)

QZS(T) _ Ae%vaEz

Bu ¢6ziimlerde enerji yani £ herhangi bir deger alabilir. Dolayisiyla serbest pargactk
durumunda bir kuanttzasyonla karsitlasmayiz. Momentum operatOriinii bu ¢6ziime
uyguladigimizda ise —ih 8¢ =) _ /9 mE¢(z) sonucunu buluruz. Bagka bir deyisle
Schrédinger denkleminin gozumlen, momentum operatériiniin 6zdegeri v/ 2mFE olan
Ozfonksiyonlaridir. Bu sonug klasik fizikten bekledigimiz £ = % esitligiyle
uyumludur.

RAAAA s
VYV

1L s
AR

IO AR oo
AR

Sekil 2.1: Serbest pargacigin dalga fonksiyonunun reel kismunwn zamanla degisimi

o

14

U(z,t)'nin gergel kism
o

-

o
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Zamana bagli Schrodinger denkleminin ¢6ztimlerini (bkz. Sekil 2.1) zamandan
bagimstiz ¢oziimlerden elde edebiliriz: ¥(x,t) = ¢(z)e *FL/P. Serbest parcacik
¢Ozumlerini olasitlik yogunlugunu hesaplamak i¢in kullandigumizdaysa ilging bir
sonugla karsilasinz: P(xz,t) = |U(z,t)]> = |p(x)e P2 = |A|2. Bu sonug, A
sifirdan farkl bir karmasik sayt oldugu i¢in, par¢acigin uzaywn herhangi bir noktasinda
bulunma olasiliginin konumdan bagumsiz olarak aynt oldugu anlamina gelir (bkz. Sekil
2.2). Bu durum ise dalga fonksiyonlarinin normalize edilemeyecedi anlamina gelir.
Clnkd sabit bir sayinin tiim uzay lizerinden integralini aldiginizda bulacaginiz sonug
sonsuz olur.

—
=

8
—
= '
* Tiim zamanlar
—

=

8
—

=

0 @

Sekil 2.2: Serbest parcgacik i¢in olasilik yogunlugu uzaywn her noktasinda aynidur.

Serbest pargaciklarin davranislarint tanimlayan dalga fonksiyonlarinin normalize
edilememesinin nedeni, gercek diinyada serbest parcacik diye bir sey olmamasidur.
Hig¢bir parcacik tiim uzayt serbestce dolasamaz, eninde sonunda uzaywn bir yerlerinde
hareketlerini etkileyen bagka parcaciklarla karsilasir. Serbest parcacik ¢éziimlerinin
fiziksel gercekliginin olmamast, bu fonksiyonlar aynt zamanda momentum
operatérunun de 6zfonksiyonlart oldudu i¢in, herhangi bir par¢acigt momentumunun
“kesin olarak” belirlenemeyecedi anlamina da gelir. Clinki hi¢bir 6l¢iim bir pargacigin
dalga fonksiyonunun fiziksel gercekligi olmayan bir duruma ¢6kmesine sebep olamaz.
Momentumu belirlemek i¢in yapilacak herhangi bir 6l¢imde her zaman az da olsa bir
hata payt vardur. Aynt durum konum ol¢umleri i¢in de gecerlidir. Hi¢bir 6l¢im bir
parcacigin konumunu sifir hata paywla belirleyemez.

Her ne kadar fiziksel bir gerceklige karsilik gelmeseler de serbest parcaciklart
tanimlayan Schrodinger denkleminin ¢6ztimleri daha karmasik sistemlerde ¢6ztimleri
ifade etmek i¢in baz seti olarak kullantlir.

Tlm uzayt serbestce dolasan bir parcacik gercekei olmasa da bir pargacik uzaywin sinirl
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U(z,t)* ¥ (z,t)

8] H

U(z,t)* ¥ (z,t)

/\ t=to+ At
T » T
z

t =1ty +2At

0 > T

U(z,t)* ¥ (z,t)

8l

Sekil 2.3: Uzaywn belirli bir kisminda serbestge hareket eden bir parcacik igin olastlik
yogunlugunun zamanla dedisimi. Parcacik pozitif x yoniinde yol alirken olastlik yogunlugu
zamanla uzaya yayulyor.

bir bolgesinde serbestce hareket edebilir. Boyle bir par¢acigin davranislarint
tanimlayan dalga fonksiyonu ve dolayisiyla olastlik yogunlugu, uzaywn her yerinde
degil sadece sinirlt bir bolgesinde sifirdan farkl olmalidir (bkz. Sekil 2.3). BOyle bir
dalga fonksiyonu, yukaridaki serbest pargacik ¢6ziimlerinden bir dalga grubu
olusturularak elde edilebilir. Hesaplar ¢ok sayida serbest parcacik ¢ozimuinin bir
lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilen béyle bir dalga fonksiyonunun zamanla
uzaya yayilacagunt gosterir.

2.11.2 Potansiyel enerji duvari

Enerjisi F olan bir parcacigt ele alalum. Potansiyel enerjinin 2 < 0 i¢in V(2) = 0
oldugunu, = > 0 iginse V}y pozitif sabit bir sayt olmak tizere V' () = Vj oldugunu
distinelim. Parcacigin toplam enerjisi potansiyel enerji duvarinin yuksekliginden
kiiclik olsun (bkz. Sekil 2.4).
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Sekil 2.4: Bir potansiyel enerji duvarina dogru yol alan par¢acigin toplam enerjisi ve potansiyel
enerji. Toplam enerji potansiyel enerji duvarinin ytiksekliginden diisiiktir.

¢(x)

AL LU
VAVAVAVAVS

A

Sekil 2.5: Orijinde konumlanmus bir potansiyel enerji duvarina dogru yol alan ve toplam enerjisi
potansiyel enerji duvarinin ytiksekliginden diisiik olan bir parcacik i¢in zamandan bagimsiz
Schrédinger denkleminin ¢6ztimi (tstte) ve herhangi bir andaki olastlik yogunlugu (altta)

Boyle bir sisteme klasik fizik agisindan bakarsak parcacigin herhangi bir x > 0
konumunda bulunma olastligt sifir olmalidiwr. Clinkl par¢acigin potansiyel enerji
engelini yenmeye yetecek kadar enerjisi yoktur. Dolayistyla —oc’dan orijine dogru yol
alan bir parcacitk x = 0 noktasinda potansiyel enerji duvarina ¢arparak geri
yanstmalidir. Bdyle bir sistemi kuantum mekanigi agisindan ele aldigumizdaysa
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sastrtict bir sonugla karsilasuriz. Schrodinger denklemi kullanilarak yapilan hesaplar,
yine —oo’dan gelen bir par¢acigin potansiyel enerji duvarindan yanstyacagint gosterir.
Ancak kuantum mekaniksel hesaplara gore par¢acigin > () koordinatlarinda
bulunmast olasiligt da sifir degildir (bkz. Sekil 2.5). Bu durumun anlamt sudur: Her ne
kadar potansiyel enerji duvarina ¢arparak kesin olarak geri yansiyacak olsa da
parcacigin potansiyel enerji duvarinin igine “batmast” da mimkinddr.

2.11.3 Potansiyel enerji bariyeri, tiinelleme

Bir parcacigin —oo’dan bir potansiyel enerji bariyerinin tizerine dogru geldigini
diistinelim (bkz. Sekil 2.6). Parcacigin toplam enerjisi potansiyel enerji bariyerinin
yuksekliginden ki¢lik olsun.

V(z)

Vo

Sekil 2.6: Bariyer potansiyeli

Bu sisteme klasik fizik agisitndan bakarsak parcacigin potansiyel enerji bariyerini
asmast imkansizdir. Potansiyel enerji engeliyle karsilastiginda yansimali ve —oo’a
dogdru yol almaya baslamalidir. Schrodinger denklemi kullanilarak yapilan hesaplarsa,
toplam enerjisi potansiyel enerji bariyerinin ylksekliginden diisiik olsa bile,
parcacigin bariyeri asarak +o00’a dogru yol almaya devam etmesinin olastliklar
dahilinde oldugunu gosterir (bkz. Sekil 2.7). Potansiyel enerji bariyerinin oldugu
bolgede olastlik yogunlugu, artan = yoniinde hizla azalir ancak sifira diismez.
Dolayisiyla kuantum mekanigine gére bir parcacigin potansiyel enerji engellerini
asmast mumkunddr. Klasik fizikle agiklanamayan bu olgu tiinelleme olarak
adlandurlir. Atom cekirdeklerinden alfa parcaciklarinin atilmast, tiinelleme ile
gerceklesen dogal siireclerin 6rneklerindendir.
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Sekil 2.7: Potansiyel enerji bariyeri sistemi i¢in olastlik yogunlugu. Pargacigin toplam enerjisinin
bariyer yiiksekliginden diisiik olmasina ragmen olastik yogunlugunun bariyerin 6tesinde
sifira dlismemesi, par¢acigin bariyeri agmasinin mimkin oldugunu goésterir. Klasik fizikle
aciklanamayan bu olgu tiinelleme olarak adlandurilir.

2.11.4 Potansiyel enerji cukuru

Bir parcacigin bir potansiyel enerji ¢gukurunun i¢inde oldugunu ve toplam enerjisinin
¢ukurun derinliginden daha diistik oldugunu distinelim (bkz. Sekil 2.8). Klasik fizige

V(z)

Vo

—a/2 0 +a/2

Sekil 2.8: Potansiyel enerji cukuru

gore parc¢acik bir hacmin i¢ine hapsolmustur. Kuantizasyonla ilgili daha 6nce ifade
ettigimiz genel kurala uygun bi¢imde, Schrodinger denklemi kullanilarak yapilan
hesaplar parcacigin enerjisinin ancak belirli degerler alabilecedini gosterir (bkz. Sekil
2.9). Zamandan bagumsiz Schrodinger denkleminin ¢éztimleri olan 6zfonksiyonlar
incelendiginde, bu durumda da yine par¢acigin potansiyel enerji ¢gukurunun
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4

E;

E>

—a/2 © +a/2

Sekil 2.9: Kuantum mekaniksel hesaplar bir potansiyel enerji ¢gukurunun icindeki pargacigin
enerji spektrumunun kuantize oldugunu goésterir.

duvarlarina batmasinin olastliklar dahilinde oldugunu gortriiz (bkz. Sekil 2.10). Bu
olasulik ancak potansiyel enerji ¢gukurunun derinliginin sonsuz oldugu farazi durumda
(bkz. 2.11.5) sifira duser. Parcacigin enerjisinin potansiyel enerji cukurunun
derinliginden bliytik oldugu durumdaysa enerji spektrumu stireklidir.

o2
I ;0 I T
/(mi\
—a/l2 g +al/2 =

Sekil 2.10: Potansiyel enerji gukuru sisteminin zamandan bagumsiz Schrédinger denkleminin
¢6ztimleri olan 6zfonksiyonlarin en diistik enerjili ti¢ tanesi
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2.11.5 Sonsuz potansiyel enerji cukuru

Schrodinger denklemi kullanilarak yapilan hesaplarin kuantizasyonu tahmin etmesini
basit bir 6rnekle ele alalum. Bir parcacigin sonsuz biiytikliikte potansiyel enerji
bariyerleriyle a genisliginde bir bolgenin i¢ine hapsoldugu bir boyutlu bir sistemi
inceleyelim (bkz. Sekil 2.11). Potansiyel enerji soyledir:

oo, <0
Viz) = 0, 0<z<a

00, a<czx

Bir parcacigin sonsuz buiylklilkte bir potansiyel enerji bariyerini asmast miimkiin

V(z)

T T T T T
0 a/2 @

Sekil 2.11: Sonsuz potansiyel enerji gukuru

olmadidi i¢in parcacigin potansiyel enerjinin sonsuz olduguz < Ovexz > a
bolgelerinde bulunma olastligt ve dolayisiyla dalga fonksiyonu sifir olmalidur:

x <0 veya z>a— ¢(x)=0
Potansiyel enerjinin sifir oldugu 0 < z < g araligii¢inse Schrédinger denklemi sudur:

B 9?4 (x)

" 2m  Ox?

= E¢(x)

Bu denklemin genel bir ¢dziimiinii A ve B karmasik sayilar ve k = v/2mFE /h olmak
uzere

¢(x) = Acoskx + Bsinkx
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seklinde ifade edebiliriz. Dolayistyla tim uzay i¢in en genel ¢6zim su sekildedir:

0, z <0
¢(x) =< Acoskxr+ Bsinkz, 0<z<a
0, a<x

COzUmun tam olarak ne oldugunu bulmak i¢in A ve B sayilarint da bulmamuz
gerekiyor.

Schrodinger denkleminin ¢6ziimii olacak bir dalga fonksiyonu tiim uzayda “stirekli”
olmalidir. Dolaysiyla < 0 icin dalga fonksiyonu 0 olduguna gére z = 0 noktasinda
da dalga fonksiyonu 0 olmalidir. Oyleyse

AcosO+ Bsin0 =0

esitligi dogru olmalidir. Trigonometri cos) = 1, sin(0 = 0 oldugunu sdyler.
Dolaytsiyla bu denklemi ¢6zdiigiimtizde A sabitinin degerinin 0 oldugunu buluruz.
Benzer bicimde 2 = a noktasinda da dalga fonksiyonu stirekli olmalidir. Oyleyse

Bsinka =0

esitligi dogru olmalidir. Bu esitligin bir ¢6zimt B = 0 olabilirdi. Ancak béyle bir
¢6zim matematiksel olarak anlaml olsa da fiziksel olarak anlamsizdwr. B’nin sifir
olmast durumunda dalga fonksiyonun tim uzaydaki degeri sifir olacaktir. Boyle bir
¢Oziimse uzayda hi¢bir parcacik olmadigt anlamina gelir. Bizse bélgenin icine
hapsolmus bir par¢acigin dalga fonksiyonunu bulmaya ¢alistyoruz. Dolayisiyla B
sabitinin degderi ne olursa olsun

sinka =0

her durumda dogru olmalidir. Trigonometri 7 bir tam sayt olmak kaydiyla sin nm = 0
oldugunu sdyler. Dolayistyla aradigumiz ¢6ziimde

ka = nm

yani

(V2mE/h)a = nx
olmalidur. Bu esitlik, n bir tam sayt oldugu i¢in, sistemde kuantizasyon oldugunu
gosterir. Potansiyel enerji ¢ukurunun i¢indeki parcacigin enerjisi herhangi bir degeri
alamaz (bkz. Sekil 2.12). Yukaridaki esitligi £ degerleri i¢in ¢6zdiigimiizde miimkin
olan enerji degerlerinin
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oldugunu (n = 0 dalga fonksiyonu sifir yaptigt i¢in ¢6ztime dahil degil), bu enerji
Ozdegerlerine karsilik gelen dalga fonksiyonlarininsa

0, z <0
On(x) = B, sin(nmx/a), 0<z<a
0, a<x
oldugunu buluruz.
/ A
V(z) Ej
Ey
Es
B,
Ey
T
0 a/2 a

Sekil 2.12: Sonsuz potansiyel enerji ¢ukurundaki bir pargacigin enerji spektrumu

Son olarak B,, sabitlerinin degerini hesaplamak i¢in yapilmast gerekense bu enerji
Ozfonksiyonlarint normalize etmektir. Normalizasyon integrali hesaplanarak degeri 1’e
esitlendiginde katsayilarin n’den bagimsiz oldugu ve degerinin \/2/_0 oldugu
gérilir': B,, = \/%. Katsayt degerleri de yerine konuldugunda nihai ¢6ziim su
sekilde olur:

0, <0
on(z) =¢ +/2/asin(nmz/a), 0<z<a
0, a<w

Buldugumuz ¢éztimde bir noktaya dikkat edelim. Hesaplar enerjinin alabilecegi

1Bu hesabt analitik olarak yapmak isterseniz su belirsiz integral ifadesi isinize yarayabilir:

x 1
sin? mz dz = 24 — sin2mz + C
2 4m
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degerlerin bir alt stnurt oldugunu da goésteriyor. Par¢acigin enerjisinin

2
hem?

Fi=——
L oma?

degerinden daha kiiglik olmast miimkiin degil. Klasik fizik kullantlarak yapilan
hesaplar enerji i¢in herhangi bir alt sinir koymaz. Klasik fizik agisindan en diisiik
enerjili durum, par¢acigin potansiyel enerji ¢cukurunun dibinde hareketsiz kalmasidir.

¢3

/§
8

Sekil 2.13: Sonsuz potansiyel enerji ¢ukuru sistemi i¢in, zamandan bagumsiz Schrédinger
denkleminin ¢6ztimu olan 6zfonksiyonlarin en disik enerjili ti¢ tanesi

Temel enerji seviyesindeki bir pargacigt ele alalum. Bu par¢acigin dalga fonksiyonu,
sifirdan farkli oldugu 0 < = < @ araiginda ¢; () = /2/asin(rz/a)’ya esittir. Bu
dalga fonksiyonunu kullanarak parcacik tizerinde yapulacak konum ve momentum
Ol¢timleri hakkinda bilgi edinebiliriz. Konumun beklenen degerini hesaplamak i¢in
kullanmamz gereken esitlik sudur:

o= | 4t (@)rn (@)

Bu integralin sonucunu tahmin etmenin basit bir yolu var. Olastlik yogunlugunun
(bkz. Sekil 2.14) z = a/2 etrafinda simetrik olmasindan yararlanilarak kolaylikla
sonucun T = a/2 oldugu ¢ikarumt yapulabilir. Bu sonucu, dalga fonksiyonunu integral
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ifadesinde yerine koyarak analitik hesaplarla da dogrulayabilirsiniz 2. Genisligi a olan
bir potansiyel enerji cukurunun i¢inde, x = 0 ve x = a koordinatlart arasinda
dolanan bir par¢acigin konumunu 6l¢gmek i¢in yapilacak ¢ok sayida 6l¢imiin ortalama
degerinin a / 2 olmasinin pek de sasirtict oldugu séylenemez.

P33
R IS A —a
z
$1¢1
 ——— —uo
0 a2 a

Sekil 2.14: Sonsuz potansiyel enerji ¢ukuru sisteminin en diistik enerjili ti¢ 6zfonksiyonu icin
olastlik yogunluklart

Parcacigin momentumunun beklenen degerini hesaplamak i¢in kullanmamiz gereken
esitlikse sudur:

f_a* —ig ) = —i, a*xg x
p= [ s cingo@) =i [ oi@)(Gew@)

Bu hesap, dalga fonksiyonu esitlikte yerine konulup 6nce turevi daha sonra da
integrali hesaplanarak yapilabilir. Ancak sonucu tahmin etmenin kolay, “sezgisel” bir
yolu var. Integralin basindaki katsayinin sanal, integralin icindeki tiim ifadelerinse reel
olduguna dikkat edin. Bir par¢acigin momentumunun beklenen degeri sanal
olamayacagina gore integralin degderi ve dolayistyla momentumun beklenen degeri

2Bu hesabt analitik olarak yapmak isterseniz, su belirsiz integral esitligi isinize yarayabilir:

2 1
.2 €T . .
sl #ogc F F F s 2¢ g cos 2max + C'
4 4m 8m?2
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stfir olmalidir®: p = 0. Bu sonug size ilk bakista sastrtict gelmis olabilir: Enerjisi olan,
hareket eden bir par¢acigin momentumunun beklenen degeri nasl sifir olabilir?
Ancak momentumun bir vektér oldugunu ve beklenen degerin ¢ok saytda 6l¢imuin
verecedi ortalama bir sonuca karsilik geldigini unutmayin. Ele aldigumiz parcacigin
enerjisi ve dolayisiyla momentumunun “bilytikligt” sabittir: p = |v/2mE|. Pargacik
lizerinde yapilacak momentum 6l¢iimleri, parcacigin hareket yoniine bagl olarak 0, 5
olasulikla +p sonucunu, 0, 5 olastlikla da —p sonucunu verecektir. Dolayisiyla
momentumun beklenen degerinin 0, 5p + 0, 5(—p) = 0 olmast zaten beklenen bir
durumdur.

Peki parcacigin kuantum durumu Heisenberg belirsizlik ilkesine uyar mt? ilk olarak
momentum ve konumdaki belirsizliklerin ne olduguna bakalim. Momentumdaki
belirsizligi hesaplamak daha kolaydir. Dalga fonksiyonu enerji operatértiniin bir
Ozfonksiyonu ve sistemde enerji ile momentum arasinda £ = p2 / 2m iliskisi oldugu
i¢in dalga fonksiyonu aynt zamanda p2 operatériiniin de bir 6zfonksiyonudur. Dalga
fonksiyonuna p2, = (pop)? = (—ihd/0x)? = —h?9? /022 operatérinii
uygulayarak p2,¢1 = (h?72 /a?) 1 oldugunu kolaylikla dogrulayabilirsiniz. Bu
durum momentumun karesinin beklenen degerini hesaplamay kolaylasturir:

N

| i@ e e

hQ 9) a
Ly s / $1(2)é1(2)dz

a

2
k2
2

a

Son basamakta dalga fonksiyonunun normalize olmasindan (normalizasyon
integralinin degerinin yani tiim olastliklarin toplamwnin 1 olmasindan) yararlandik.
Simdi buldugumuz p ve ]_)2 dederlerini kullanarak par¢acigin momentumundaki
belirsizligi hesaplayabiliriz:

—— h2n2 hr
Ap=1\/p?2 —P* = (a2>0_a

3Bu hesabu analitik olarak yapmak isterseniz su belirsiz integral ifadesi isinize yarayabilir:

. 1 . 5
sinmx cos mx dr = 27511’1 m:r+C
m
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Konumdaki belirsizlik de benzer bir bigimde hesaplanabilir ancak 22 hesaplar biraz
daha karmasik®. Hesaplar yaptlip, bulunan Z ve 22 degerleri belirsizlik ifadesinde
yerine konuldugunda par¢acigin konumundaki belirsizligin yaklasik olarak Ax =2 %
civarinda oldugu gériiliir. Bu durumda ApAx ¢arpunum yaklasik (F% )(§) =hn/2
olarak hesaplariz. Bu deger ApAz > h/2 olmast gerektigini sdyleyen Heisenberg

belirsizlik ilkesi ile uyumludur.

2.12 Atomun Yapist

Kuantum teorisinin ilk basarilarindan biri atomun yapisint agiklamaktir. En basit atom
olmast sebebiyle hidrojen atomunu ele alalim. Bu sistem yine de bir 6nceki bolimde
ele aldigumiz bir boyutlu farazi sistemlere kiyasla cok daha karmasuktur. itk olarak
sistemde bir degil iki par¢acik vardir: bir proton ve bir elektron. Diger yandan atomlar
u¢ boyutlu uzayda bulunduklar i¢in dogdal olarak problemin de ti¢ boyutta formiile
edilmesi gerekir. ilk zorlugu asmak gérece kolaydir. Koordinat sistemini parcaciklarin
kiitle merkezinde konumlandirarak matematiksel denklemler sistem sanki tek bir
parc¢aciktan olusuyormus gibi yeniden formtile edilebilir (bkz. Sekil 2.15). Bu durumda
denklemlerde indirgenmis kiitle i alir. indirgenmis kiitle, M protonun (hidrojen
atomu ¢ekirdeginin) ve m elektronun durgun kiitleleri olmak tizere,

= Mm/(M + m) esitligiyle hesaplanabilir. Protonlar elektronlara kiyasla ¢ok daha
biiytk kitleli oldugu i¢gin elektron kiitlesi ile indirgenmis kiitle arasindaki fark azdur.
Bohr atom modelini tartisirken atom ¢ekirdeginin hareketlerini dikkate almamus,
baska bir deyisle atom ¢ekirdedinin kiitlesinin sonsuz biytiklikte oldugunu
varsaymistik (bkz. 1.5). Karstlastirmalart kolay yapabilmek amactyla burada da aynt
yaklasimt takip edelim. Sonugta protonun hareketlerinin sebep oldugu farklart hesaba
katmaniz i¢in yapmaniz gereken tek sey, esitliklerde elektronun kiitlesini indirgenmis
kitleyle degistirmektir.

Hidrojen atomundaki elektronun klasik enerjisini

1
%(pi +p2+p2)+V(z,y,2)=E

“Bu hesab analitik olarak yapmak isterseniz su belirsiz integral ifadesi isinize yarayabilir:

3 2 1
22 sin® mz dz = ASganun sin2mx — 4 cos2mx + C
6 4m  8m3 4m?2
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Sekil 2.15: Gergek tek elektronlu bir atomda gekirdek ve elektron ortak kiitle merkezlerinin
etrafinda doner (solda). Iki parcacigin ii¢ boyutlu uzayda hareket ettigi bu problemi
¢ozmek goOrece zordur. Matematiksel esitlikler, koordinat merkezi sistemin kiitle merkezinde
konumlandirilarak formiile edildigindeyse ¢6zimi bulmak kolaylasi. Model sistemde pu
indirgenmis kiitleli bir parcacik sonsuz kiitleli, hareketsiz bir nesnenin etrafinda doner.

esitligiyle ifade edebiliriz. Bu esitlikte p,, p, ve p. elektronun momentum vektériiniin
swraswyla x, y ve z yonlerindeki bilesenlerini ifade eder. V' (z, y, z) ise elektron ile
proton arasindaki elektromanyetik kuvvetten kaynaklanan potansiyel enerjidir. Bu
esitligi kuantize etmek (bu esitlikten bir Schrédinger denklemi tiiretmek) i¢in
momentum ve enerji terimlerini kendilerine karsilik gelen operatorlerle degistirip
esitligin her iki tarafina dalga fonksiyonunu ekleriz:

ﬁ <32\If(x,y,z,t) L 0%V (z,y, 2,t) A 82\11(33,y,z,t))
Ox? 0y? 072
hB\I/(x,y,z,t)
ot

- 2m

+V(z,y,2)¥(z,y,2,t) =i

Bu esitlikteki dalga fonksiyonu dogdal olarak her 1i¢ uzay boyutunun da bir
fonksiyonudur. Potansiyel enerji ylizeyi zamandan bagumsiz oldugu i¢in, bir boyutlu
Schrodinger denkleminde oldugu gibi, bu denklemden de zaman boyutunu ayurmak
kolayduir. BOylece hidrojen atomunun zamandan bagumsiz Schrodinger denklemini
elde ederiz:

2m Ox? Oy? 022

2 2 2 2
h (8 o(x,y,z) N D*¢(x,y,2) N d ¢(w7y,Z))
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+V(z,y,2)p(x,y, z) = iho(z,y, 2)

Bu denklemi analitik olarak ¢6zmek miimkiindiir. Potansiyel enerji sadece proton ve
elektron arasindaki mesafeye baglt oldugu icin Kartezyen koordinatlardan kiiresel
polar koordinatlara ge¢mek ¢6ziimu kolaylastirir. Kiiresel polar koordinatlarda bir
parcacigin konumu, koordinat merkezine uzakligi belirten bir r = /22 + y2 + 22
koordinatt ve iki agyla (# ve ) ifade edilir (bkz. Sekil 2.16). Kartezyen koordinatlar ile
kiiresel polar koordinatlar arasindaki iligski sudur:

(z,y,2) = (rsinf cos ¢, rsin b sin @, r cos #). Kiresel polar koordinatlarda
potansiyel enerji sadece r’nin bir foksiyonudur: V = V() = —e?/r. Potansiyel
enerji fonksiyonu V (r) = —Z e? /7 alinarak, ¢ekirdeginde 7 tane proton bulunan tek
elektronlu herhangi bir sistem i¢in daha genel bir ¢6ziim de yapulabilir.

z P
Lid . K
7 Y
P A L
z ________y_ _______ b

Sekil 2.16: Kiresel polar koordinatlar

Zamandan bagumsiz Schrédinger denkleminin ¢6zim olan 6zfonksiyonlar (dalga
fonksiyonlart) ve 6zdegerler (enerji degerleri) bulundugunda su sonuglarla karstlastlur:
Farkli 6zfonksiyonlar n, [ ,m; sembolleriyle ifade edilen ti¢ kuantum saysiyla
etiketlenebilir. Bu kuantum saytlart strasiyla bas kuantum sayist, agisal momentum
kuantum sayist ve manyetik kuantum sayist olarak adlandirilir. Bas kuantum sayist
n=1,2,3,...;acisal momentum kuantum saywist/ = 0, 1, ..., n — 1; manyetik
kuantum saywstise m; = —I, —1 + 1,...,1 — 1,1 dederlerini alabilir. Orbital olarak
adlandurtlan ¢, ; ,,, 6zfonksiyonlarina karstlik gelen enerji 6zdegerleri (bkz. Sekil 2.17)
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sadece bas kuantum sayisina baghdir:

2222%e*m

En =~ h2n2

Aynt bas kuantum sayisina fakat farkl agisal momentum ve manyetik kuantum
sayllarina sahip orbitallerin enerji kabuklart olusturdugu soylenir. Her bir enerji
kabugunda n? tane orbital varduwr. Her bir orbitalde spinleri birbirinden farklt olmak
kayduyla en fazla iki elektron bulunabilir. Dolayistyla bir enerji kabugunda en fazla 2n>
tane elektron olabilir.

0
aE '
1 Ea
3,39 E Es
2
5
=
g
& 53 E;
V(r)

Sekil 2.17: Hidrojen atomunun (Z = 1) potansiyel enerji yiizeyi ve enerji spektrumu

Kuantum teorisinin tahmin ettigi enerji degerleri daha énce Bohr atom modeliyle elde
edilenlerin aynisidur. Ancak kuantum teorisi, Bohr atom modelinden ¢ok daha farklt
bir atom yapist betimler. Bohr’un modelinde elektronlarin belirli konumlart ve
momentumlart vardir. Cembersel yoriingelerde dolanirlar. Kuantum mekanigindeki
elektronlarsa belirsizlik ilkesine uyar. Belirli konumlart ya da momentumlart yoktur.
Bu ylizden modern atom teorisinde atom ¢ekirdeklerini ¢evreleyen elektron
“bulutundan” bahsedilir.

Bohr atom modelinde kuantizasyon ve atomlarin kararliligt postulatlarla ifade edilerek
dogru olduklar varsaytlir. Schrédinger’in teorisindeyse postulatlara gerek yoktur.
Kuantizasyon, Schrodinger denklemlerinin ¢6ziimiiniin bir sonucudur. Hesaplar
elektronlarin enerjisinin ancak belirli degerler alabilecedini gosterir. Ayrica bu enerji
degerlerinin bir alt stnurt vardu. Bu durum atomlarin neden kararlt olduguna bir
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aciklama getirir. Elektronlar atom ¢ekirdedine diismez, ¢iinkl sahip olmalart gereken
bir minimum enerji vardir ve bu enerji atom ¢ekirdeginden uzak kalmalarint saglar.

Dalga fonksiyonlarindan yararlanilarak hidrojen atomundaki elektronun ¢ekirdekten
belirli bir uzaklikta bulma ihtimallerini ifade eden radyal olasilik yogunluklart
hesaplanabilir. En diisiik enerjili birkag orbital i¢in bu yogunluklart ifade eden
grafikleri Sekil 2.18’de gorebilirsiniz.

Radyal olasilik yogunluklar kullanilarak elektronlarin atom ¢ekirdegine uzakliginin
beklenen dederleri hesaplanabilir. Bag kuantum saytst n, agisal momentum kuantum
saytst [ olan bir orbital i¢in genel formiil sudur:

__ nlag 1 I(l+1)
= (1+2(177,2))

Bu esitlikteki ag = h? / me? terimi Bohr yaricapint yani Bohr atom modeline gore
hidrojen atomunun (Z = 1) en disiik enerji seviyesinde bulunan bir elektronun
¢ekirdege uzakligunt ifade eder. Bohr atom modeline gore n bas kuantum sayistyla
etiketlenmis bir orbitaldeki elektronun ¢ekirdege mesafesini hesaplamak i¢in
kullanilabilecek genel formilse sudur:

77/2 aq
TBohr = 7
Kuantum teorisiyle hesaplanan beklenen degerler, Bohr atom modelindeki yoriinge
yarigaplariyla hemen hemen aynt bitytkliktedir. Ayrica bas kuantum sayist arttik¢a 7
degderi hizla artar. Bu durumun nedeni, enerjinin de bas kuantum sayisiyla birlikte
artmasidur. Daha fazla enerji, elektron bulutunun yogunlugunun ¢ekirdege daha uzak
bolgede daha yiiksek olmasina izin verir.

Gergek hidrojen atomunun yapist burada anlatilandan biraz daha karmasiktir. Daha
gercekei bir kuramsal analiz yapmak i¢in spinin dikkate alinmast, atom ¢ekirdegi ve
elektron arasindaki manyetik etkilesimlerin g6z éntiinde bulundurulmast, rélativistik
etkilerin de hesaba katilmast gerekir. Ancak bu daha karmasik analizlerin verdigi
sonuclar da buradaki basit model ile ana hatlariyla aynidir. Enerji seviyelerinin yine
kuantize oldugu gorilir. Ancak enerji dederlerinde ufak kaymalar meydana gelir.
Basit modelde aym enerjiye sahip orbitallerin enerjileri birbirinden farklilasr.

Birden fazla elektron igeren atomlar i¢in Schrodinger denklemini ¢6zmekse kolay
degildir. Sadece elektronlarla atom ¢ekirdedi arasindaki etkilesimler degil elektronlarin
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P,(r)
Z |ag

(lo/Z

Sekil 2.18: Tek elektronlu bir atomun orbitallerinin radyal olasiik yogunluklart. X ekseni
lzerinde Ucgenle isaretlenen noktalar, o orbitaldeki bir elektronun cekirdege uzakliginin
beklenen degerini (7,;) gdsteriyor. Agisal momentum kuantum sayistmin [ = n — 1 oldugu
durumlarda olastlik yogunlugunun en yliksek oldugu noktalar (kesikli ¢izgiyle isaretli), Bohr atom

modelindeki yoriinge yaricapina denk geliyor.
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kendi aralarindaki etkilesimler de sistemin potansiyel enerjisine katkida bulunur. Cok
elektronlu atomlarin Schrodinger denklemleri analitik olarak ¢6ziilemez. Kuramsal
tahminler yapmak i¢in nimerik yontemlere basvurulur. Hidrojen atomunun orbitalleri
bu hesaplarda siklikla baz kiimesi olarak kullantlir. Boylece ¢ok elektronlu atomlarin
dalga fonksiyonlart, hidrojenin orbitallerinin bir lineer kombinasyonu olarak elde
edilir. Aynt durum molekiillerin kuantum mekaniksel analizi i¢in de gegerlidir.
Molekiillerin yaptist hakkinda kuramsal tahminler yapmak icin kullanilan yontemlerin
basinda “atomik orbitallerin lineer kombinasyonu” teknigi gelir.
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