
Hiç düflündünüz mü bir matematik
kuram› nas›l üretilmeye bafll›yor, ilerli-
yor, büyüyor ve bir kule haline geliyor
diye? Nedense, ilerlemesine hep birinci
elden tan›k olurken, olay›n kaynak k›s-
m›ndan hep habersiz oluruz . Belki bu
nedenle y›llard›r okumam›za karfl›n
matematik hala çok zor, hala anlafl›l-
maz, hala çok karmafl›k. fiu bir gerçek
ki, temeli sa¤lam atmad›ysak binay›
sa¤lam kuramay›z. Ama, en az›ndan
problemin fark›nday›z ve bu da
onu çözümlemenin yar›s› eder.
Madem matematik bir oyun,
her oyunda oldu¤u gibi onda
da kurallar bafltan belirlen-
mifl olmal›. Bu kurallardan
haberdar de¤ilsek, nas›l
do¤ru oynayabiliriz ki. Oy-
namaya mecbursak (ki ilk
orta lise ve üniversite haya-
t›m›z boyunca bu böyleydi),
s›kça hata yapar›z ve en
önemlisi, oyundan zevk de al-
may›z! Öyleyse, art›k  matematik-
sel yöntemden haberdar olman›n
bir kuram üretilirken en baflta neler
gerekti¤inin, yasalar›n nelere göre ko-
nuldu¤unun fark›na varma zaman› gel-
di. Hemen “bu ileri matematikçilerin
konusudur” deyip kenara çekilmek
yok! Sizi kaç›rmamak için flu ipucunu
da erkenden ileteyim: Bu yasalar tama-
men sezgisel ya da keyfi olarak konu-
yor. E¤er geometri sözcü¤ünü duyduy-
san›z, matematiksel yöntemi anlamak
için ilk ve en büyük ad›m› atm›fls›n›z
demektir. Çünkü bu konuyu, en temel
ve en eski aksiyomatik(!)  sistemlerden
birisi olan Öklid geometrisiyle gayet
güzel aç›klayabiliriz. 

Aksiyomatik Sistem
Matemati¤i anlamak için tümdenge-

lim yöntemini kavramam›z gerekir. Ak-
siyomatik bir sistem tan›ms›z terimler,
tan›mlar, aksiyomlar (belit veya postu-
lat olarak da bilinir) mant›k sistemi ve
teoremlerden ibarettir. Ayr›ca tutarl›l›k,
eksiksizlik ve birbirinden ba¤›ms›z aksi-
yomlarla oluflturulmufl olmak gibi özel-

likleri de vard›r. Pek ço¤u (flimdilik) an-
lafl›lmaz görünen bu ifadeler bir kura-
m›n iskeletini oluflturur. ‹skeleti infla
edilmifl bir yap›n›n bitince az çok neye
benzeyece¤ini kafam›zda canland›rabili-
riz. O zaman matematiksel yöntemi bu
iskeleti tan›yarak keflfetmekten daha

mant›kl› bir ifl olamaz. Bu iflin en zevk-
li yan›ysa iyi bildi¤imiz bir örnek üze-
rinde, Öklid geometrisinde, çal›flmak!

Öklid Geometrisi
TTaann››mmss››zz  tteerriimmlleerr:: “Ne engel olabilir

ki bir terimi tan›mlamaya” diyorsan›z,
önce tan›m›n tan›m› kavra-
mak laz›m derim. Tan›m
(matematikte) en basit haliy-
le flöyle aç›klanabilir: Okun-
du¤unda herkesin kafas›nda
ayn› fleyi canland›rabilece¤i
türden evrensel bir ifade. ‹fl-
te Öklid geometrisindeki ta-
n›ms›z terimler ve belirsiz
aç›klamalar›:

nnookkttaa:: hiç parças› olmayan nesne
ddoo¤¤rruu:: geniflli¤i olmayan uzunluk
ddüüzzlleemm:: uzunlu¤u ve geniflli¤i olan

yüzey
‹flte gerçek anlamda tan›m olmayan

bu cümleleri daha fazla geniflletmeye
çal›fl›nca bir k›s›r döngüye giriveriyo-
ruz. Bu nedenle onlar›n dokunulmazl›-
¤› var. fiimdi de bu terimlerle yasalar›-
m›z› belirleyelim:

PPoossttuullaattllaarr:: Bunlara tan›mlanmayan
ilk ilkeler de diyebiliriz. Sezgisel ya

da keyfi olarak konabilir ancak üç
flart›m›z var hiçbir cümle di¤erini
ima etmesin (ba¤›ms›zl›k), ek-
siksiz  ve tutarl› olsunlar; yani
kendi içinde bir çeliflki yarat-
mas›nlar. ‹flte Öklid’in postu-
latlar›:

11..  ‹ki noktadan bir do¤ru
geçirilebilir.

22..  Sonlu bir do¤ru, istenildi-
¤i kadar uzat›labilir.

33..  Çember, merkez ve üzerin-
deki bir nokta ile tarif edilebilir.
44..  Bütün dik aç›lar birbirine eflittir.

55..  Bir do¤ruya, d›fl›ndaki bir nokta-
dan yaln›zca bir paralel do¤ru çizilebilir.

Tabii bunlar›n yan› s›ra, Öklid’in ge-
nel kabulleri de vard›. Bunlar, bize ga-
yet aç›k görünen, ispatlanmaya gerek
duyulmayan cümlelerdir. Örne¤in, ayn›
fleye eflit olan fleyler birbirine de eflittir
ya da bir bütün, herhangi bir parças›n-
dan büyüktür gibi... Uzun laf›n k›sas›,
bu kadar bilgiden hepimizin bildi¤i ge-
ometri üretilmifl (tabi tan›mlar da var).
Hatta en ekonomik olsun, postulat sa-
y›s› az olsun diye tutturan pek çok ma-
tematikçinin 5. postulat yüzünden uy-
kular› da kaçm›fl.

Herfley iyiydi hofltu; ama bu 5. pos-
tulat (paralellik postulat›)
nedense di¤erlerinden ç›k›-
yormufl gibi geliyordu ço-
¤una. Bu da ba¤›ms›zl›k il-
kesine ayk›r› bir durumdu!
Tamam, kendisi bir teorem
olabilirdi; ama bir aksiyom
de¤ildi sanki... Bu u¤urda
çaba harcayan matematikçi-
ler, di¤er 4 postulat› birlefl-

H‹PERBOL‹K GEOMETR‹
bir kuram›n bafllang›ç öyküsü...
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Ölümsüz usta Escher’in verdi¤i birbirine 
simetrik sonsuz flekilden oluflan bu çizimi

hiperbolik geometrinin disk modellemesine 
hofl bir görsellik katm›fl...



tirip 5.yi ç›karmaya çal›flt›lar, pek çok
yeni teorem ürettiler; geometri geniflle-
di; ama istedikleri sonuca varamad›lar.
Fakat henüz savafl bitmemiflti. Çünkü,
bu ifli çözmenin bir yolu daha vard›: Pa-
ralellik postulat›n›n tersini al›p, di¤er
postulatlarla aras›nda çeliflkiyi yakala-
maya çal›flmak!

Bir do¤ruya d›fl›ndaki bir noktadan
hiç paralel çizilemez ya da 1’den fazla
(yani sonsuz tane) paralel çizilebilir...

0 m›, 1 mi 
yoksa sonsuz mu?

Matematikçiler Öklid’in aç›¤›n› yaka-
lamaya çal›fl›rken, yeni kuramlar  ürete-
bileceklerinin fark›nda de¤illerdi belki
de... Sözü matematiksel yöntemden aç-
t›k ve buralara kadar geldik. “Peki var-
maya çal›flt›¤›m›z nokta ne?” diye soru-
yorsan›z, cevab›n›z› k›sa bir zamanda
alacaks›n›z. Hepimiz toplamay› 10’luk
sistemde yapmaya al›fl›¤›z. Örne¤in,
“18+16 için:8, 6 daha 14, 4’ü yaz, elde
var 1...” Onluk sistemi b›rak›p da 3’lük
sistemde toplama yapmaya geçersek, al›-
flana kadar karmafl›k gelir bize. “21+12 :
2, 1 daha 3, 0 yaz, elde var 1...” 10’luk
sistemde herfleyi otomatik yaparken,
3’lük sistemde bir parça kafa çal›flt›rmak
gerekiyor. Ama böylece toplamay›, say›
sistemlerini daha iyi kavrayabiliyoruz.
Kan›ksamas› zor olur, al›fl›l›r, ama yine
de insan›n ilk göz a¤r›s› gibisi yok. ‹flte
flimdi, yaln›zca bir postulat de¤ifltirerek
baflka geometrilerin dünyas›na girece-
¤iz. Bafllang›çta yad›rgayabilirsiniz, flim-
diden haberiniz olsun: Çünkü do¤ruyu,
üçgeni, çokgeni bafltan tasarlayaca¤›z.
Fakat Öklid’in sistemindeki bir parça de-
¤ifliklik yaparak kurulan bir aksiyomatik
sistemin  ortaya nas›l yeni kuramlar ç›-
kard›¤›na, hep birlikte tan›k olaca¤›z ve
gözlerimizi aç›k tutup eski kavramlar›
(paralellik, uzunluk, aç›, alan) yeniden
yorumlay›p öyle her akl›m›za gelene
inanmayaca¤›z. Ne de olsa iyi bir mate-
matikçi (aday›) olman›n yolu, flüpheci ve
biraz da muhalif olmaktan geçer.

5. Postulat=
Üçgenin ‹ç Aç›lar› 180°

Öncelikle bilmemiz gereken baz›
gerçekler var. Matematikte iki ifadenin
söylemek istedi¤i ayn› kap›ya ç›k›yorsa

ve o kap› da ayn› anda bu ifadelere aç›-
l›yorsa, bunlar denk ifadedir. Bizim 5.
postulat›n pek çok denkli¤i var. Bun-
lardan en ünlüsü, herhalde “bir üçge-
nin iç aç›lar› toplam› 180°dir” cümlesi.
‹flte bu yüzden, 5. postulat› de¤ifltirin-
ce üçgenlerin iç aç›lar› toplam› de¤ifli-
yor 180° den fazla ya da eksik oluyor;
ama asla 180° olmuyor. Art›k psikolo-
jik olarak yeni tan›mlara yeterince ha-
z›rland›k. Oldukça ünlü olan ve küre
üzerinde modellenen her do¤runun il-
le de kesiflti¤i eliptik geometriden (Ri-
emann Geometrisi) bu yaz›da pek bah-
sedemeyece¤im; belki daha sonra... Be-
nim as›l (k›saca) tan›tmak istedi¤im,
Hiperbolik Geometri. Yani (yukar›da-
ki) 4 postulat+bir do¤ruya d›fl›ndaki
bir noktadan sonsuz tane paralel çizi-
lebilir...

Hiperbolik geometri:
‹ki do¤runun birbirine paralel olma-

s› demek, asla kesiflmemeleri anlam›na
gelir. fiimdi biz öyle bir model tasarla-
yaca¤›z ki, bir do¤ruya d›fl›ndaki bir
noktadan sonsuz tane paralel (kesifl-
meyen) do¤ru  geçirebilelim. Geometri-
mizin uzay›, analitik üst düzlemin üst
yüzeyi  ve do¤ru diye adland›raca¤›-
m›z çizgiler de x eksenine  dik Öklid
do¤rular› ya da merkezi x ekseni üze-
rinde olan Öklid yar›m daireleri. Örne-
¤in, yatay bir do¤ru art›k do¤ru de¤il:

A do¤rusuna k noktas›ndan sonsuz paralel do¤ru çizilebilir

Daha önce uyarm›flt›m “do¤rular›
bafltan tasarlayaca¤›z” diye. “Ama bun-
lar do¤ru de¤il ki, e¤ri!” demeyin sa-
k›n! O eskidendi...

Do¤ru Çember Oldu,
Çember Ne oldu?

Çember, belirlenmifl bir  merkez-
den (belli) sabit uzakl›ktaki noktalar
kümesi. Çember çizebilmek için, uzak-
l›k kavram›n› hat›rlamak laz›m.  Uzak-
l›k, yani iki nokta aras›ndaki en k›sa
uzunluk, do¤ruyla ölçülüyor. Madem
do¤ru ve do¤ru parçalar›n›n tipi de¤ifl-
ti, o zaman yar›çaplar da biraz de¤iflik-
li¤e u¤rad›. Buna karfl›n bu yeni ge-
ometride çember yine çember fleklin-
de ç›k›yor; ama merkezi tam eskisi gi-

bi ortada de¤il. Yar›çaplar da eskinin
e¤rileri gibi oluyor: 

Burada m merkezli çemberin yar›çap-
lar› yar›m daire parçac›klar› ve (pek bel-
li etmese de) hepsinin uzunluklar› bu ge-
ometride birbirine eflit. Haz›r uzunluk-
tan bahsetmiflken, bir kaç örnek vere-
yim. X-ekseni uzaya dahil de¤ildir, uza-
y›n sonsuzu gibi davran›r, bu nedenle,
onun yak›nlar›nda bize çok k›sa görü-
nen mesafeler asl›nda çok uzundur: 

Peki ya Üçgen?
Üçgen: 3 do¤runun aras›nda kalan

bölge....istedi¤iniz üç do¤ruyu çizin;
arada kalan k›s›m bir üçgendir. ‹flte si-
ze bir kaç örnek:

Ayn› flekilde bir paralelkenar çize-
lim. Karfl›l›kl› kenarlar› paralel olan 4
do¤runun aras›nda kalan alan!

Hiperbolik geometride daha çal›fl›la-
cak pek çok kavram var: Elbette uzun-
luk ve alan hesab›, simetriler, daha bir
çok geometrik özellikler... Hatta, ister-
seniz çal›flt›¤›n›z uzay› de¤ifltirip ayn›
geometriyi oturtabilirsiniz. Örne¤in,
Poincare disk modelinde,  birim diskin
içine bu koskoca geometri s›¤d›rabili-
yor. 

‹sterseniz, gözünüze kestirdi¤iniz
baflka aksiyomu de¤ifltirip yeni bir ge-
ometri üretip sizde ünlü bir (amatör)
matematikçi olabilirsiniz. Ama gözünü-
zü aç›k tutup her kavram›n as›l tan›m›-
n› ve çal›flt›¤›n›z uzay›, geometri mode-
lini hep göz önünde bulundurun. Belki
de y›llard›r ald›¤›m›z matematik e¤iti-
mi, bizi gözü aç›k birer birey yapmak
için çabal›yordur ve bunun için her yer-
de karfl›m›za ç›k›yordur; ne dersiniz... 

N i l ü f e r  K a r a d a ¤  
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Bu iki do¤ru parças›n›n 
uzunlu¤u ayn›

Bu iki nokta aras›ndaki en k›sa
mesafeyi veren patika do¤ru 
üzerindedir. Yani yar›m çember!


