HIPERBOLIK GEOMETRI

bir kuramin baslangi¢ oykiisti...

Hic distindtintiz mu bir matematik
kurami nasil tiretilmeye basliyor, ilerli-
yor, biiyliyor ve bir kule haline geliyor
diye? Nedense, ilerlemesine hep birinci
elden tanik olurken, olayin kaynak kis-
mindan hep habersiz oluruz . Belki bu
nedenle yillardir okumamiza karsin
matematik hala cok zor, hala anlasil-
maz, hala cok karmasik. Su bir gercek
ki, temeli saglam atmadiysak binay:
saglam kuramayiz. Ama, en azindan
problemin farkindayiz ve bu da
onu coztimlemenin yarisi eder.
Madem matematik bir oyun,
her oyunda oldugu gibi onda
da kurallar bastan belirlen-
mis olmali. Bu kurallardan
haberdar degilsek, nasil
dogru oynayabiliriz ki. Oy- §
namaya mecbursak (ki ilk 3
orta lise ve Universite haya- %
timiz boyunca bu boyleydi),
sikca hata yapariz ve en
onemlisi, oyundan zevk de al-
mayiz! Oyleyse, artik matematik- \
sel yontemden haberdar olmanin %
bir kuram dretilirken en basta neler
gerektiginin, yasalarin nelere gore ko-
nuldugunun farkina varma zamani gel-
di. Hemen “bu ileri matematikgilerin
konusudur” deyip kenara cekilmek
yok! Sizi kacirmamak icin su ipucunu
da erkenden ileteyim: Bu yasalar tama-
men sezgisel ya da keyfi olarak konu-
yor. Eger geometri s6zctiglint duyduy-
saniz, matematiksel yontemi anlamak
icin ilk ve en biyik adimi atmissiniz
demektir. Clinkii bu konuyu, en temel
ve en eski aksiyomatik(!) sistemlerden
birisi olan Oklid geometrisiyle gayet
glizel aciklayabiliriz.

Aksiyomatik Sistem

Matematigi anlamak icin tiimdenge-
lim yontemini kavramamiz gerekir. Ak-
siyomatik bir sistem tanimsiz terimler,
tanimlar, aksiyomlar (belit veya postu-
lat olarak da bilinir) mantik sistemi ve
teoremlerden ibarettir. Ayrica tutarhlik,
eksiksizlik ve birbirinden bagimsiz aksi-
yomlarla olusturulmus olmak gibi 6zel-
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likleri de vardir. Pek cogu (simdilik) an-
lasilmaz gortinen bu ifadeler bir kura-
min iskeletini olusturur. Iskeleti insa
edilmis bir yapinin bitince az ¢ok neye
benzeyecegini kafamizda canlandirabili-
riz. O zaman matematiksel yéntemi bu
iskeleti taniyarak kesfetmekten daha

Oliimsiiz usta Escher’in verdigi birbirine
simetrik sonsuz sekilden olusan bu ¢izimi
hiperbolik geometrinin disk modellemesine

hos bir gorsellik katms...

mantikli bir is olamaz. Bu isin en zevk-
li yaniysa iyi bildigimiz bir 6rnek tize-
rinde, Oklid geometrisinde, calismak!

Oklid Geometrisi

Tanimsiz terimler: “Ne engel olabilir
ki bir terimi tanimlamaya” diyorsaniz,
once tanimin tammi kavra-
mak lazim derim. Tanim
(matematikte) en basit haliy-
le soyle aciklanabilir: Okun-
dugunda herkesin kafasinda
ayni seyi canlandirabilecegi
tiirden evrensel bir ifade. Is-
te Oklid geometrisindeki ta-
nimsiz terimler ve belirsiz
aciklamalar:

nokta: hic parcasi olmayan nesne

dogru: genisligi olmayan uzunluk

diizlem: uzunlugu ve genisligi olan
ylizey

iste gercek anlamda tanim olmayan
bu ctimleleri daha fazla genisletmeye
calisinca bir kisir dongiiye giriveriyo-
ruz. Bu nedenle onlarin dokunulmazl-
g1 var. Simdi de bu terimlerle yasalari-
miz1 belirleyelim:

Postulatlar: Bunlara tanimlanmayan
ilk ilkeler de diyebiliriz. Sezgisel ya
da keyfi olarak konabilir ancak ti¢
sartimiz var hichir ctimle digerini
ima etmesin (bagimsizlik), ek-
siksiz ve tutarli olsunlar; yani
kendi icinde bir celiski yarat-
masinlar. Iste Oklid’in postu-
latlar::

1. iki noktadan bir dogru
gecirilebilir.

2. Sonlu bir dogru, istenildi-
8i kadar uzatilabilir.

3. Cember, merkez ve tizerin-
deki bir nokta ile tarif edilebilir.

4. Biittn dik acilar birbirine esittir.
5. Bir dogruya, disindaki bir nokta-
dan yalnizca bir paralel dogru cizilebilir.

Tabii bunlarin yani sira, Oklid’in ge-
nel kabulleri de vardi. Bunlar, bize ga-
yet acik gorlinen, ispatlanmaya gerek
duyulmayan ctimlelerdir. Ornegin, ayni
seye esit olan seyler birbirine de esittir
ya da bir btttin, herhangi bir parcasin-
dan buytktir gibi... Uzun lafin kisasi,
bu kadar bilgiden hepimizin bildigi ge-
ometri Gretilmis (tabi tanimlar da var).
Hatta en ekonomik olsun, postulat sa-
yist az olsun diye tutturan pek cok ma-
tematikcinin 5. postulat ytiziinden uy-
kulart da kagmis.

Hersey iyiydi hostu; ama bu 5. pos-
tulat (paralellik postulati)
nedense digerlerinden ciki-
yormus gibi geliyordu co-
guna. Bu da bagimsizlik il-
kesine aykir1 bir durumdu!
Tamam, kendisi bir teorem
olabilirdi; ama bir aksiyom
degildi sanki... Bu ugurda
caba harcayan matematikci-
ler, diger 4 postulati birles-



tirip 5.yi cikarmaya calistilar, pek ¢ok
yeni teorem drettiler; geometri genisle-
di; ama istedikleri sonuca varamadilar.
Fakat hentiz savas bitmemisti. Clinkii,
bu isi ¢6zmenin bir yolu daha vardi: Pa-
ralellik postulatinin tersini alip, diger
postulatlarla arasinda celiskiyi yakala-
maya calismak!

Bir dogruya disindaki bir noktadan
hi¢ paralel cizilemez ya da 1’den fazla
(vani sonsuz tane) paralel cizilebilir...

0 mi, 1 mi

yoksa sonsuz mu?

Matematikciler Oklid’in acigmnt yaka-
lamaya calisirken, yeni kuramlar {irete-
bileceklerinin farkinda degillerdi belki
de... S6zli matematiksel yéntemden ac-
tik ve buralara kadar geldik. “Peki var-
maya c¢alistigimiz nokta ne?” diye soru-
yorsaniz, cevabinizi kisa bir zamanda
alacaksiniz. Hepimiz toplamayr 10’luk
sistemde yapmaya alisigiz. Ornegin,
“18+16 icin:8, 6 daha 14, 4l yaz, elde
var 1..” Onluk sistemi birakip da 3’lik
sistemde toplama yapmaya gecersek, ali-
sana kadar karmasik gelir bize. “21+12 :
2, 1 daha 3, 0 yaz, elde var 1...” 10’luk
sistemde herseyi otomatik yaparken,
3'liik sistemde bir parca kafa calistirmak
gerekiyor. Ama boylece toplamayi, say1
sistemlerini daha iyi kavrayabiliyoruz.
Kaniksamasi zor olur, alisilir, ama yine
de insanm ilk goz agnisi gibisi yok. Iste
simdi, yalnizca bir postulat degistirerek
baska geometrilerin didinyasina girece-
giz. Baslangicta yadirgayabilirsiniz, sim-
diden haberiniz olsun: Clnkd dogruyu,
icgeni, cokgeni bastan tasarlayacagiz.
Fakat Oklid’in sistemindeki bir parca de-
gisiklik yaparak kurulan bir aksiyomatik
sistemin ortaya nasil yeni kuramlar ci-
kardigina, hep birlikte tanik olacagiz ve
gozlerimizi acik tutup eski kavramlari
(paralellik, uzunluk, aci, alan) yeniden
yorumlaylp Oyle her aklimiza gelene
inanmayacagiz. Ne de olsa iyi bir mate-
matikci (aday1) olmanin yolu, stipheci ve
biraz da muhalif olmaktan gecer.

5. Postulat=
Ucgenin I¢ Acilar1 180°

Oncelikle bilmemiz gereken bazi
gercekler var. Matematikte iki ifadenin
soylemek istedigi ayni kapiya cikiyorsa

ve o kap1 da ayni anda bu ifadelere aci-
liyorsa, bunlar denk ifadedir. Bizim 5.
postulatin pek cok denkligi var. Bun-
lardan en tnlist, herhalde “bir ticge-
nin ic¢ acilar1 toplami 180°dir” ciimlesi.
iste bu ytizden, 5. postulat: degistirin-
ce licgenlerin i¢ acilar1 toplami degisi-
yor 180° den fazla ya da eksik oluyor;
ama asla 180° olmuyor. Artik psikolo-
jik olarak yeni tanimlara yeterince ha-
zirlandik. Oldukca tnlii olan ve kiire
tizerinde modellenen her dogrunun il-
le de kesistigi eliptik geometriden (Ri-
emann Geometrisi) bu yazida pek bah-
sedemeyecegim; belki daha sonra... Be-
nim asil (kisaca) tanitmak istedigim,
Hiperbolik Geometri. Yani (yukarida-
ki) 4 postulat+bir dogruya disindaki
bir noktadan sonsuz tane paralel cizi-
lebilir...

Hiperbolik geometri:

iki dogrunun birbirine paralel olma-
st demek, asla kesismemeleri anlamina
gelir. Simdi biz 6yle bir model tasarla-
vacagiz ki, bir dogruya disindaki bir
noktadan sonsuz tane paralel (kesis-
meyen) dogru gecirebilelim. Geometri-
mizin uzayi, analitik tst dizlemin st
ytizeyi ve dogru diye adlandiracagi-
miz cizgiler de x eksenine dik Oklid
dogrular1 ya da merkezi x ekseni tize-
rinde olan Oklid yarim daireleri. Orne-
gin, yatay bir dogru artik dogru degil:

A dogrusuna k noktasindan sonsuz paralel dogru izilebilir

Daha o6nce uyarmistim “dogrulart
bastan tasarlayacagiz” diye. “Ama bun-
lar dogru degil ki, egri!” demeyin sa-
kin! O eskidendi...

Dogru Cember Oldu,
Cember Ne oldu?

Cember, belirlenmis bir merkez-
den (belli) sabit uzakliktaki noktalar
klimesi. Cember ¢izebilmek i¢in, uzak-
lik kavramini hatirlamak lazim. Uzak-
lik, yani iki nokta arasindaki en kisa
uzunluk, dogruyla 6lciiltiyor. Madem
dogru ve dogru parcalarinin tipi degis-
ti, 0 zaman yarigaplar da biraz degisik-
lige ugradi. Buna karsin bu yeni ge-
ometride cember yine cember seklin-
de cikiyor; ama merkezi tam eskisi gi-

bi ortada degil. Yaricaplar da eskinin
egrileri gibi oluyor:

Burada m merkezli cemberin yaricap-
lar1 yarim daire parcaciklari ve (pek bel-
li etmese de) hepsinin uzunluklar1 bu ge-
ometride birbirine esit. Hazir uzunluk-
tan bahsetmisken, bir ka¢ 6rnek vere-
yim. X-ekseni uzaya dahil degildir, uza-
yin sonsuzu gibi davranir, bu nedenle,
onun yakinlarinda bize cok kisa gori-
nen mesafeler aslinda ¢cok uzundur:

Bu iki nokta arasindaki en kisa
mesafeyi veren patika dogru
ﬁzerjmnm cember!

Bu iki dogru pqrcasin
uzunlugu aymi

Peki ya Ucgen?

Ucgen: 3 dogrunun arasinda kalan
bélge....istediginiz ti¢ dogruyu cizin;
arada kalan kisim bir ticgendir. Iste si-

ze bir kac ornek:
IR . .

Ayni sekilde bir paralelkenar cize-
lim. Karsilikli kenarlar1 paralel olan 4
dogrunun arasinda kalan alan!
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Hiperbolik geometride daha calisila-
cak pek cok kavram var: Elbette uzun-
luk ve alan hesabi, simetriler, daha bir
cok geometrik ozellikler... Hatta, ister-
seniz calistiginiz uzayr degistirip ayni
geometriyi oturtabilirsiniz. Ornegin,
Poincare disk modelinde, birim diskin
icine bu koskoca geometri sigdirabili-
yor.

[sterseniz, goziintize kestirdiginiz
baska aksiyomu degistirip yeni bir ge-
ometri Uretip sizde tinli bir (amator)
matematikgi olabilirsiniz. Ama géztni-
zU acik tutup her kavramin asil tanimi-
ni ve calistiginiz uzayi, geometri mode-
lini hep g6z 6ntinde bulundurun. Belki
de yillardir aldigimiz matematik egiti-
mi, bizi g6zt acik birer birey yapmak
icin cabaliyordur ve bunun icin her yer-
de karsimiza cikiyordur; ne dersiniz...

Niltifer Karadag
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