
M A T E M A T ‹ K  K U L E S ‹
E n g i n  T o k t a fl

m a t e m a t i k _ k u l e s i @ y a h o o . c o m

Alanlar›n Eflitli¤i:
‹flte matemati¤in estetik güzelli¤ini kan›t-

layan bir soru daha. Büyüleyici bir güzelli¤i
olan bu geometrik  flekildeki k›rm›z› alanlar ile
mor alanlar›n birbirine eflit oldu¤unu kan›tla-
yabilir misiniz?

Kareden Üçgen:
Kenar uzunlu¤u a olan elinizde bir kare ol-

sun. Bu kareyi 2 do¤ru ile öyle üç parçaya bölü-
nüz ki parçalar› birlefltirdi¤inizde genifl aç›l› bir
üçgen oluflsun. (Soru biraz tangram› an›msatsa
da asl›nda geometrinin güzel bir uygulamas›)
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Kumbaralarla Oyun:

Elimizde ayn› cins demir paralarla dolu 3 ta-
ne kumbara var. Birinci kumbarada 1997 tane,
ikinci kumbarada 997 tane, üçüncüsünde ise
97 tane para bulunuyor. Sadece flu ifllemleri
yapman›za izin veriliyor:

1) Kumbaralar›n her birinden eflit say›da (bu
say› her hamlede farkl› olabilir) para ç›karabilir-
siniz.

2) Çift say›da para bulunan kumbaradaki pa-
ran›n tam yar›s›n› di¤er iki kumbaradan birine
aktarabilirsiniz.

Bu flartlar do¤rultusunda kumbaralar›n iki-
sinde hiç para kalmamas›n› sa¤layabilir misiniz?
Peki üç kumbarada da hiç para kalmamas›n›
sa¤layabilir misiniz?   

Ufuk Çizgisi:
“Matemati¤in fiafl›rtan Yüzü” bölümündeki

konuya uygun bir soru var huzurlar›n›zda. Diye-
lim ki okyanusun engin mavi sular›nda botunuz-
da bir bafl›n›zas›n›z. Gözleriniz suyun seviyesin-
den 2 metre yukar›da olsun. Dünyan›n yar›çap›-
n› yaklafl›k 6600 km olarak al›rsak ufuk çizgisi-
nin sizden ne kadar uzakta olufltu¤unu bulabilir
misiniz?

P‹SAGOR TEOREM‹
Belki de ilk ö¤rendi¤iniz formüldü Pisagor

Teoremi. Hat›rlay›n, ö¤retmeniniz ya bir efle¤in
kulaklar›na benzeterek anlatm›flt›r ya da tahta-
ya çizdi¤i küçük bir dik üçgenle. a2 + b2 = c2

gibi çok basit yap›s›na ra¤men geometride o ka-
dar önemli bir eflitliktir ki hepimiz Pisagor’un
yaklafl›k 2500 y›ll›k bu bilgisini ö¤renme ihtiya-
c› duyduk ve öyle görünüyor ki torunlar›m›z, on-
lar›n torunlar› ve onlar›n torunlar› da bu sihirli
formüle gelecekte yine ihtiyaç duyacaklar. 

Tahminen M.Ö. 500’lü y›llarda bulunan te-
oreme ilgi günümüze kadar hiç eksilmedi. fiu
ana kadar Pisagor teoreminin tescillenmifl
400’e yak›n ispat› bulunuyor. “American Mat-
hematical Monthly” periyodi¤inde toplanan bu
ispatlar›n sahiplerinden en genci 16 yafl›nda bir
genç k›z, en yafll›s› da 88 yafl›nda emekli bir
profesör. fiimdi gelin hep birlikte yerimiz elver-
di¤ince bu ispatlardan iki tanesini inceleyelim.

‹lk ispat›m›z Öklit’e (Euclid)  ait. Öklit’in is-
pat› benzer ispatlara oranla biraz daha kar›fl›k ol-
sa da içerdi¤i zeka par›lt›lar› nedeniyle incelen-
meye de¤er. C aç›s› dik olmak üzere ACB dik üç-
genini alal›m ve her
kenar›ndan flekildeki
gibi kareler çizelim.
Dikkat ederseniz ke-
nar aç› kenar teore-
mine göre ACE üçge-
ni ile AIB üçgeni efl
üçgenler oluyor. Çün-
kü AC = AI, AE = AB
ve IAB aç›s› = CAE
aç›s› = 90 + CAB aç›s›. fiimdi ilk olarak IAB üç-
genini inceleyelim. Yüksekli¤i ve taban kenar›
ACHI karesinin bir kenar›na eflit olan IAB üçge-
ninin alan› ACHI karesinin yar›s›na eflit olur. Bu
bilgiyi elde ettikten sonra gelelim CAE üçgenine.
Üçgenin taban kenar›n› AE olarak al›rsak Yüksek-
li¤i AG’ye eflit olur. Bu durumda CAE üçgeninin
alan› AGFE dörtgeninin alan›n›n yar›s›na eflit
olur. IAB ile CAE’nin eflit alana sahip oldu¤unu
bildi¤imize göre üçgenlerden alan olarak iki kat
daha büyük ACHI ile EFGA’n›n da eflit alana sa-
hip oldu¤unu söyleyebiliriz. Ayn› yöntem ile
BJKC karesi ile BGFD dörtgeninin alanlar›n›n eflit
oldu¤unu bulabiliriz. Bunun ispat›n› okuyucular›-
m›za b›rak›yoruz. Sonuç olarak alan(ACHI) +
alan(BJKC) = alan(AEDB) olarak bulduk. Bu da
bize a2 + b2 = c2 eflitli¤ini verir.

Bir di¤er güzel ispat da
Gottfried Leibniz’e ait. fie-
kildeki yar›m çember içine
B köflesi çemberin merke-
zine gelecek flekilde A kö-
flesi dik aç› olan ABC dik
üçgeni çiziliyor. Bu durum-
da PAC ile CAN ügenleri

benzer üçgenler olur. O halde PA/AC = AC/AN
eflitli¤ini yazabiliriz. Bu da (c-a).(c+a) = b2 eflit-
li¤ini verir. Küçük bir düzenlemeyle yine a2 +
b2 = c2 eflitli¤ini elde ederiz. 

Geçen Ay›n Çözümleri

Te¤etlerin Buluflma Noktas›:
Matematiksel ispat›n› siz okuyucular›m›za

b›rakarak daha fazla ilginizi çekebilecek bir
ispat› veriyoruz. 

fiekildeki gibi bir cam masa üzerine farkl›
boyutlarda 3 küre koyal›m ve bunlar› ikifler
ikifler saran 3 koni hayal edelim.  fiimdi de
koniler üzerine ikinci bir cam düzlem koyal›m
öyle ki konilerin bize göre üst noktalar› cama
de¤sin. ‹ki düzlemin kesiti bir do¤ru oldu¤undan
ve konilerin tepe noktas› her iki düzlemde de
bulundu¤undan bu üç nokta ayn› do¤ru üzerinde
bulunacakt›r. 

Lewis Carroll Problemi:
Genel bir yan›lg› olarak at›lan topun çekildi¤i

san›l›r ve kalan topun ya siyah ya da beyaz
olaca¤› düflünülerek cevap 1/2 olarak verilir.
Oysa ki 3 durum söz konusudur. 1. olas›l›k:
Sonradan at›lan top çekilmifltir. ‹çinde kalan top
siyaht›r. 2. olas›l›k: Sonradan at›lan top
çekilmifltir. ‹çinde kalan top beyazd›r. 3. olas›l›k:

Torbadaki ilk top çekilmifltir. Bu durumda
torbada kalan top kesin beyazd›r. Aç›klad›¤›m›z
üç olas›l›k do¤rultusunda torbada beyaz top
kalma olas›l›¤› 2/3 olur.

U¤urlu Evler:
Herhangi bir tane u¤urlu evin kap›

numaras›n› alal›m ve bu say›ya X diyelim. E¤er X
say›s› u¤urlu say›lan numaralardansa X’ =
999999 – X say›s› da bir u¤urlu say› olmak
zorundad›r. Bunun ispat›n› bulabilirsiniz ya da
birkaç denemeyle kolayca görebilirsiniz. fiimdi
iki say›y› toplayal›m:

X + X’ = 999999 = 1001.999
= 7.11.13.999

Görüldü¤ü gibi iki say›n›n toplam› 13 ile tam
bölünüyor. O halde tüm u¤urlu evlerin kap›
numaralar› toplam› da 13 ile bölünür. 

Kendi Formülümüzü 
Kendimiz Yapal›m :

Formülümüzü oluflturabilmek için üçgen say›-
lara ihtiyac›m›z olacak. Üçgen say›lar 1’den baflla-
yan ard›fl›k do¤al say›lar toplam›d›r. Örne¤in a =
1 + 2 + 3 = 6 veya b = 1 + 2 = 3 birer üçgen sa-
y›lard›r. E¤er X2 + Y2 = Z2 denkleminin sa¤lanma-
s›n› ve X’in bir küp olmas›n› istiyorsak bu say›lar›
flu flekilde elde edece¤iz: Öncelikle a ve b olmak
üzere (a>b) herhangi iki üçgen say› alaca¤›z ve
afla¤›daki ifllemlerle X, Y ve Z’yi bulaca¤›z. X = a2

– b2 , Y = 2ab , Z = a2 + b2 . ‹stenilen X2 + Y2 =
Z2 eflitli¤ini (a2 – b2)2 + (2ab)2 = (a2 + b2)2 ile is-
patlamak kolay. Küp özelli¤ini de 1 + 2 + ... + n
= n.(n+1)/2 özelli¤inden faydalanarak ispat-
layabiliriz.
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