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Ege kiyilarindaki bir kumsalda, gtin batiminda

gen¢ matematik ogrencileri son ogrendikleri tekniklerle

bir dogru parcasini degisik oranlarda parcalara ayirarak
egleniyor. Derken iclerinden biri masum bir problem ortaya
atiyor: Bu dogru parcasini oyle iki parcaya bolelim ki buyutk
parcanin kicuk parcaya orani, dogrunun kendisinin

buyuk parcaya olan oranina esit olsun. Bir sessizlik...

Hepsi dusinmeye basliyor. Biz de zaman makinemize
binip kendi ortamimiza donuyoruz.

Binlerce yildir hakkinda yazilmamis, kesfedilmemis

bir yon kalmamis olsa da hala altin oran hakkinda popdler
bilim dergilerine, bu orani yeni 6grenmis acemi yazarlar
tarafindan cosku dolu yazilar gonderilir. Dergi editorlerinin
bas belasidir altin oran ve Fibonacci sayilari.

Ama isin icine Leonardo da Vinci’yi de katip editorlerin
sabrini bir kez daha denemeye deger.
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Cebir Diye
Bir Sey Var

Altin orant bir sayt olarak gortip ka¢ oldugunu ce-
bir kullanarak hemen hesaplayabiliriz. Dogru parcast-
nin uzunlugu x, buyuk parcanin uzunlugu da 1 olursa
kiiciik parca x-1 uzunlugunda olur. Oyleyse Ege sahi-
lindeki gencin istedigi orant matematik dilinde ifade
etmek icin sOyle bir esitlik yazabiliriz:

b
1 x-1

Bu esitligi saglayan x dederti, Eski Yunan’da yasamis
heykeltiras ve mimar Fidias’a (Yunanca: ®sidiag) itha-
fen bagsharfi (¢: fi) ile gosterilir.

Eski Yunan matematikgileri ise s6z konusu orant,
Eski Yunanca “kesme” anlamina gelen (Yunanca: topog)
sdzcliglin basharfi olan t ile gostermisler. Bugiin hala
bazi kitaplarda altin oranin bu sembolle gosterildigine
rastlarsaniz sasirmayin. Biz bu yazida ¢ semboluint ter-
cih ettik. Esitligin bir sonraki adumt i¢in gerekli islemler
yapildiginda,

P’=¢+1
yani
_1+5
¢= 2

bulunur.

~ 1,61803398...

Aklumizin bir kdsesinde bu ¢esit oranlarin cetvel ve
pergel kullanilarak c¢izilmesinin daha makbul oldugu
kalmts. Biz de bu ise heveslenip elimize cetvelle perge-
limizi alalim. Yalniz ¢izim yapmaya baslarken bir uzun-
luk birimi se¢memiz gerektigini hemen fark edecegiz.
Birim uzunlugu 1 mm veya 1 cm olabilir. Hatta istedi-
gimiz uzunlukta bir dogru parc¢ast ¢izip, bunu 1 birim
olarak kabul edebiliriz. Bu birimi kullanarak, cetvel ve
pergelin de yardumiyla ¢ uzunlugunda bir dogru ¢iz-
mek istiyoruz.
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Yukaridaki formile gore, en 6nce 5 sayisinin kare-
kokid uzunlugunda bir dogru ¢izmek gerekiyor. Bunun
icin dik kenarlarindan biri 1 birim, digeri ise 2 birim
olan bir dik ticgen ¢izmek yeterli. Gerisi kolay.
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a+b’nin a’ya orani, a'nin b’ye oranwna esitse, bu
oran altin orandir.

P

Cember icine ¢izilmis PQR eskenar licgeninde A ve
B, kenarlarin orta noktalartysa ve AB dogrusu uzatildi-

dinda ¢cemberi C noktasinda kesiyorsa, AC dogrusu B
noktasinda altin oranda kesilir.



Sayidan
Orana

¢ sayisiny, bir birimle baslayip bir kere ¢izdikten
sonra Thales’in ticgen bagintilarint kullanarak verilen
herhangi uzunluktaki bir dogruyu altin oranda kese-
biliriz.

Diyelim ki AB dogrusunu altin oranda kesecek C
noktasint bulmak istiyoruz. Elimizde daha o6nceden
hazirladigumiz ve E noktasinda altin oranda kesilmis
AD dogrumuz varsa onu kullanarak AB dogrusu icin
C noktasint bulmak cok kolay. Once AD dogrusunu AB
dogrusuna sekilde gosterildigi gibi A noktasindan rast-
gele bir acwyla degdiriyoruz. D noktast ile B noktasint
birlestiren bir DB dogrusu ciziyoruz. Sonra da E nokta-
sindan DB dogrusuna paralel bir dogru ¢iziyoruz. Bu
dogrunun AB dogrusu ile kesistigi nokta aradigimiz C
noktasidir.

Simdi biraz durup distnelim. Elimizde daha 6nce
altin oranda kesilmis bir dogru olmasaydi rastgele
uzunlukta verilen bir dogruyu bir birim uzunluk sec-
meden de altin orana bélemez miydik? Ya da bu is i¢in
mutlaka birim se¢cmek zorunda miy1z?

Ege kiyllarinin keyfini bizden birka¢ bin yil once
¢lkarmis matematikg¢iler bu sorulart sormuslar ve ceva-
bint bulmuslar. Bir birimle baslamaya gerek duymadan
verilen herhangi uzunluktaki bir dogru yalniz cetvel ve
pergel kullanilarak altin oranda boliinebilir.
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AB dogrusunu altin oranda kesmek icin bir AD ka-
resi ¢izin, AC’nin orta noktast E olsun. BE uzunluguna
es olacak sekilde, A noktasindan gecen bir EF dogru
parcast cizin. AB dogrusu uzerinde, AF uzunluguna
esit bir AH dogru parcast belirlediginizde AB dogru-
sunu H noktasindan altin oranda kesmis olursunuz.
Bunun kanitimt Oklid’in Elemanlar’mn II kitabuun 11.
Onermesinde bulabilirsiniz.
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Geometrik Bir
Senaryo

Zaman makinemizle gittigimiz sahilde altin oranin
bulunusu i¢in bir dogruyu dedisik oranlarda kesmeye
calisan merakli 0grencileri izlemistik. Bir baska sahile
gitsek muhtemelen baska bir merakli 6grenci grubuna
rastlayacaktik. Onlar da kumsalda eskenar ¢okgenler
cizmeye calistyor olurlardt.

Eskenar ticgen ¢izmek kolay. Eskenar dortgen, yani
kare cizmek de kolay. Bunlar o kadar temel konular ki
Oklid Elemanlar adlt eserinin I. kitabunin 1. 6nerme-
sinde bir eskenar ticgenin nasil ¢izilecegini tarif eder.
Yine I. kitabin 46. 0nermesi de bir eskenar dortgen ciz-
menin yolunu agiklar.

Ondan sonra sira bir eskenar besgen cizmeye gelir.
Oklid’in Elemanlar adlt eserinde eskenar besgen cizimi
ancak IV. kitabin 11. 6nermesinde anlatilir.

Hemen okumaya baslamadan 6nce biz olsak nasil
cizerdik bu besgeni diye diisiinelim. Once besgenin
herhangi bir kenart olacak bir dogru parcast ¢izelim.
Bunun yanindaki komsu kenarla bu dogru arasinda
108 derecelik bir a¢t olmast lazim. Bu a¢t 180 derece-
nin beste birinin ¢ katidir. Bir a¢inin ¢ katint almak
kolay ama 180 derecelik bir agiyt bes esit parcaya nasil
bolecediz? Yani eger 36 derecelik bir agt ¢izmeyi bece-
rirsek eskenar bir besgen cizebilecegiz.

Peki ama bu aciyt nasil ¢izecegiz?

Madem ki acilarla ¢alisacagiz, seklimizi bir cem-
ber i¢ine ¢izmeye calismak daha kolay olacak gibi. En
azindan actlar ve ¢ember yaylart arasindaki iliskileri
kullanabiliriz.

Cizim problemlerini ¢6zmek i¢in kullanilan taktik
genellikle ¢izimin yapilip bittigini var saymak, sekil
uzerinde yakalayabildigimiz tim oOzellikleri bulmak ve
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bunlardan hangisiyle baslasaydik ¢izimi tamamlardik
diye distinmektir. Burada sizi bir stire kendi basiniza
birakip bir besgenle oynamaniza izin vereyim.

Biraz oynadiktan sonra hemen fark edeceksiniz ki
eder dizglin besgenin bir kdsesinden tam karsisindaki
kenarin iki ucuna birer dogru cizerseniz elde edece-
giniz ikizkenar u¢genin taban a¢ilarinin her biri tepe
actsinn iki katt olur. Yani tepe agist 36 derece olur. Ta-
nidik geldi mi?

Oyleyse simdi elimizdeki problem taban acilart
tepe agisinin iki katt olan bir ikizkenar ticgen ¢izmek.
Peki bunu nasil yapacagiz? (ipucu: Yazinin basligina
bakin!)

Bize gerekli olan cizim Oklid’in IV. kitabunuin 10.
Onermesinde anlatilir ve elbette en kritik yerde bir
dogrunun altin oranda kesilmesi gerekir. Bu arada sa-
hilde biraktigimiz gencgler de mutlaka bunu kesfetmis-
lerdir. Akdeniz iklimi ilham vericidir.

B

\,

AB yaricapli ve A
merkezli bir c¢ember
cizilsin. AB dogrusu C
noktasinda altin oranda
kesilsin. AC uzunluguna
esit BD Kkirisi cizilsin. ABD
ikizkenar tug¢geninde taban
actlarinin her biri tepe agisinin
iki katt olur.



Gauss Olmadan
Olmaz

Eski Yunan matematikgilerinin tiggen, dortgen ve bes-
gen c¢izdikten sonra durmalarum ve yedigen, dokuzgen
gibi eskenarli dizgun ¢okgenlere el atmamalarim Plato-
nik cisimlerin yuzeylerinde yalnizca liggen, dortgen ve
besgen kullanimasina baglayabiliriz. Ancak matematik
kitaplarinin, Galoismin bile elestirdigi bir 6zelligi vardir:
Genellikle bilinmeyenlerden dedil bilinenlerden sz eder-
ler. Oklid de Platonik cisimlerin yiizeyleri icin gereken
¢izimleri anlatmis ama bunun disinda pek fazla bilgimiz
yok demekten kaginmustir. Bugtin hdla bu gelenek stirer!

Oklid eger, konuyu dagitmak pahasina, besgeni
boyle ¢iziyoruz ama henuiz yedigen ¢izmeyi ¢6zemedik
deseydi belki matematik ¢ok daha hizli gelisirdi. Cinku
butlin matematikgilerin icinde baska matematikgi-
lerin yapamadidt bir seyi yapma hirst -ya da
zaaft m1 desek- vardir.

Eski Yunanlarin neden bir
diizglin yedigen cizemedigi-
nin anlasilmast i¢in insan-
ik Gauss’un 19 yasinday-
ken bir guin oturup bir
dizgun onyedigen c¢iz-
mesini bekledi. Gauss
bununla yetinmedi ve
bir dizgin c¢okgenin
cizilebilmesi ic¢in kag
kenarlt olmasinin yeter-
li olacagint da gosterdi.
Gauss’un yeterli dedigi
kosullarin gerekli oldugu-
nu, yani cizilebilir bir duz-
gun ¢okgenin kenar sayisitnin
Gauss’un belirttigi sartlart sagla-
mast gerektigini ise Gauss’un teoriyi
One surmesinden 41 yil sonra 23 yasin-
daki Wantzel ispatladt.

Bugun Gauss-Wantzel teoremi olarak bilinen bu so-
nuca gore tek sayili kenar sayist olan ¢izilebilir diizgtin
¢okgenlerin kenar sayilart

3,5,15,17, 51, 85, 255, 257, ...

olmalidir. Yukardaki sayilarin Fermat ile yakin bir ilgisi
vardir ama bu iliskiyi bulmay1 ve cift kenar sayili diz-
gun ¢okgenleri ¢izme konusunu sizlere birakiyorum.

Eger Fibonacci dizisini F,=1, F,=1, F=2,... seklinde ya-
zarsak ve ¢?= ¢ + I baglantisini kullanirsak, ¢ sayisinin
kuvvetlerini cok kolay hesaplayabiliriz:

qu = Fpo+ F—q

Fibonacci sayilari ve altin oran arasinda en bilinen ilis-
kileri anmamak olmaz:

1
NG 2

1+v¢5]'"_ (1 5

[6"—(1-9)"] = = [ )

\S

5 F, n+1
e - =9

Yine ¢*=1 + ¢ bagintisindan baslayarak

1
6 =1+
1

i —L—
JEETN

buluruz.

63



Luca Pacioli ve
Altin Oran

Diizgiin dértytizlii

Diizgin altiytzlu

Diizgun sekizyuzli
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Platonik cisimlerden olan dizgiin onikiyuzlinin ci-
zimi i¢in altin oran gerekir. Ama ¢izim i¢in de ayrt bir us-
talik gerekir. Dilerseniz elinize kalem alip Platonik cisim-
leri ¢cizmeye calisin. Benim en Kkolay ¢izdigim kiptir ve
onu da ancak birka¢ denemeden sonra goze hos gelecek
bir dlizeyde ¢izebilirim.

Bu cisimleri eline kalem yakisan biri ¢izse ne guizel
olurdu dedil mi? On altinct yluzyida altin oranin ¢eki-
ciligine dayanamayip Divina Proportione (flahi Oran)
adinda bir kitap yayumlayan Luca Pacioli de ¢izimleri
yapmast i¢in bir yakin arkadasina rica etmis. Kendisin-
den yedi yas genc¢ olan bu arkadasinin adi Leonardo idi.
Evet, Leonardo da Vinci!

Simdi o kitapta Leonardo da Vinci'nin ¢izdigi ¢ok sa-
yidaki sekil arasindan biz Platonik cisimleri segelim.

Dizgin onikiytzla

Diizglin yirmiyuzli

American Mathematical Society



Hani Bunlardan
Baska Yoktu

Oklid’in Elemanlar kitabt Platonik cisimlerden yal-
nizca bes tane oldugunu kanitlayarak biter. Oysa bazi
botanik bahcelerinin muhtesem kubbelerine bakinca
¢ok saylda aynt dizgun ¢okgenden olustuklarint go-
riiriiz. Hani yalmzca bes Platonik cisim vardi? iste bir
ornek:

NS

Avustralya’daki bir botanik bah¢enin tavant sanki
Oklid’in vardigt sonuca kafa tutuyor. Bu nastl olmus?
Oklid yanilmis mt? Bu sorunun cevabint ve bu cesit
kubbelerin nasil insa edildigini bulma zevkinden sizi
mahrum etmek istemiyorum. Bu ytizden sizi bu soru-
larla birakip ben baska bir konuya geciyorum.
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@ sayisi
F=1+¢
denklemini saglar. Buradan yola ¢ikarak

o= 1+¢

= 1+\J“‘1+¢
i vy

oldugunu goruruz.

Fibonacci
Sayilarindan
Kacilmaz

Altin orandan s6z ederken Fibonacci sayilarina
deginmemek miimkin degil. Tipkt altin oran gibi Fi-
bonacci sayilart hakkinda da artik yazilmamts yeni bir
sey bulmak ¢ok zor -ama imkansiz degil! The Fibonac-
ci Quarterly adinda yalnizca Fibonacci sayilanyla ilgili
akademik diizeydeki arastirma sonuglarint yayumlayan
bir dergi var. 1963 yilindan beri yayimda olan bu dergi-
nin su stralar 58. cildi ¢ikt!

Biz Fibonacci sayilarina donersek, iki tane 1 sayisty-
la baslayp, her seferinde bir onceki iki sayinin toplamint
alarak olusturulan diziye Fibonacci dizisi denir ve bu dizi-
deki saytlar da Fibonacci sayilart olarak anilir. Yani

F=1,F=1veF =F +F ..
Buna gore dizi soyle baslar:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233,377, ...
Bu dizide renkli gosterilenler asaldir. Fibonacci

dizisi icinde baslarda bu kadar sik gortilen asallar, di-
zinin ilerleyen siralardaki elemanlarinda da gorilecek
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mi? Hadi baklayt agzimizdan ¢ikaralum: Oklid’den beri
sonsuz tane asal oldugu biliniyor ama Fibonacci dizisi
icinde sonsuz tane asala rastlanip rastlanmayacagt he-
nuz bilinmiyor.

Matematikte hep yaptigumiz gibi bu probleme ba-
kip baska problemler cikarabiliriz. Ornedin Fibonacci
dizisinin “1, 1” diye basladigint goérdiik. Bu 1 sayilarinin
hicbir 6zelligi yok. Onlarin yerine a, b sayilarint kullan-
sak yeni bir dizi elde ederiz.

a, b, a+b, a+2b, 2a+3b, 3a+5b, 5a+8b, ...

Bu genel diziyle Fibonacci dizisi arasindaki ilis-
kiyi kesfetme zevkini yine size birakip baska bir soru
sorayim. Hangi a ve b sayilariyla baslarsak yukaridaki
dizinin i¢inde hic¢bir asal sayiya rastlamayacagimizin
garantisi olur? Evet, boyle saytlar var. Ornedin a ve b
icin asagidaki degerler kullanilirsa dizide hi¢ asal sayt
bulunmaz:

a= 106276436867, b = 35256392432

Cevaplamaniz durumunda adinizi literatiire ge-
cirecek soru ise su: Bunlardan daha kugtk iki sayiyla
baslayip yine icinde hi¢ asal olmayan bir dizi bulabilir
misiniz?



Biraz da
Geometrik Dizi

Bir sayinin kuvvetlerini alarak olusturulan dizilere
geometrik diziler denir. Ornedin 1, r, 12, 13, ... dizisi ge-
ometrik dizidir.

Yukarida s6ziini ettigimiz Fibonacci dizisi ise arit-
metik dizi olarak anilir.

Aynt zamanda hem geometrik hem de aritmetik
dizi 6zelligini saglayan bir dizi var midiur? Cevabin icin-
de altin oran olmasaydt bu sorunun burada ne isi var-
di diye disinerek akliniza ilk gelen geometrik diziyi
yazabilirsiniz —ki sorunun dodgru cevabint da bulmus
olursunuz:

1, ¢, ¢% &3 ...

Simdi ¢ sayisinin ¢?= ¢+1 bagintisint sagladigun
kullanarak bu dizinin aynt zamanda aritmetik bir dizi
oldugunu goérebilirsiniz.

Taz1, Tavsan ve
Altin Oran

Altin oran ve Fibonacci sayilarindan bikan okuyucuyu
biraz rahatlatmak icin bir “gercek hayat” problemiyle
yazimizt bitirelim.

Kare seklinde bir bah¢enin bir kdsesine bir tavsan yer-
lestiriyoruz. O kdseye komsu koselerden birine de bir
taz1 yerlestiriyoruz. Bunlar disunsel hayvanlar olduk-
lart i¢in biz basla deyinceye kadar yerlerinde bekliyor-
lar. Biz onlara oyunun kurallarint anlatiyoruz. Tavsan
kendi bulundugu kdseyi, tazinin olmadigi diger komsu
kdseye birlestiren dogru boyunca sabit bir hizla ve ta-
ziyla hig ilgilenmeden kosacak. Tazi ise yine sabit bir

hizla ama burnu, yani yonu, hep tavsana bakacak se-
kilde kosacak. Eger tavsan taziya yakalanmadan kose-
ye varirsa o kazanacak, eder tavsan kdseye varmadan
Once tazitya yakalanirsa bu kez de tazi kazanmzis sayt-
lacak. Biz isaret verir vermez kosmaya baslayacaklar.
Sizce kim kazanur?

Elbette sorunun cevabt kdpedin hizinin tavsanin hizi-
na oranina bagl.

Oran mt dedik?

Tavsanimiz karenin A noktasindan C noktasina dogru
sabit bir hizla kosuyor. B noktasindan baslayan tazi
da yonu daima tavsana donuk olacak sekilde sabit
bir hizla kosuyor. Tazi, sekilde temsili olarak verilen
egri boyunca kosuyor ve tavsani tam C noktasinda
yakaliyor. Bu durumda tazinin hizinin tavsanin hizi-
na orani nedir?
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