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Avusturyal matematikci Kurt Godel’in 1930’larda yayimladigi
matematik dinyasini derinden sarsmisti.

eksiklik teoremi”

O yillarda pek cok matematikgi, 1928 yilinda David Hilbert tarafindan ortaya atilan “karar verme problemi”
Uzerinde cahisiyordu. S0z konusu matematik oldugunda herhangi bir nermenin dogru ya da yanhs oldugunun
ispatlanabilecegi dusunultr. Hilbert de bu dustincedeydi ve dustincesinin dogru oldugunun matematiksel
yontemlerle ispatlanmasini istiyordu. Karar verme problemi kisaca su soruyu sorar:

Matematiksel onermelerin dogru olup olmadigina karar verebilecek genel bir algoritma var midir?

Eger boyle bir algoritmanin var oldugu gosterilebilirse bu durum herhangi bir Gnermenin dogru ya da yanlis
oldugunun ispatlanabilecegi anlamina gelecekti. Fakat Godel tam sayilarla ilgili dogru ancak ispatlanmasi
imkansiz onermeler oldugunu gosterdi. Eksiklik teoreminden once matematiksel bir nermenin

ya dogru ya da yanhs oldugu dustnulirdd. Godel ise dogru ya da yanlis olduguna “karar verilemeyecek”
onermeler de oldugunu ispatladi. Boylece karar verme probleminin cevabinin olumsuz oldugu da anlasildi:
Matematiksel ifadelerin dogru olup olmadigina karar verebilecek genel bir algoritma yoktur.

Yakin zamanlarda yapilan bir calismaysa karar verilemeyecek sorularin
sadece matematikle sinirl olmadigini gosteriyor.

Uc arastirmaci, Nature’da yayimladiklari bir makalede

temel bir fizik sorusunun karar verilemez oldugunu gosterdi.

Peki, bu durum tam olarak ne anlama geliyor?
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Karar Verme Problemi

Her matematik 6dnermesinin ispati, dogru ol-
dugu bilinen diger 6énermelere bina edilerek ya-
pilir. Bu ispatlar zincirinde en temelde yer alan
Onermelere aksiyom denir. Aksiyomlar, tim ma-
tematigi tizerine kurdugumuz, dogru ve tutarl ol-
dugunu varsaydigimiz, ancak ispatlayamadigimiz
énermelerdir. Ornedin Oklid, Elemanlar kitabinda
“paralel dogrularin kesismedigini” aksiyom olarak
kabul eder. Diizlem geometriyle ilgili pek ¢ok teo-
remin ispatinda bu aksiyomdan yararlaniir. Ancak
aksiyomun kendisini diizlem geometrideki diger
aksiyomlart kullanarak ispatlamak mumkun de-
gildir. Hatta edik uzaylardaki geometriler, paralel
dogrularin kesismedigini aksiyom olarak tanimla-
manin gereksiz oldugunu, bu aksiyomun diger ak-
siyomlar kullanilarak ispatlanabilecedini distinen
matematik¢ilerin beyhude ¢abalarinin sonucudur.

David Hilbert tarafindan 1928 yilinda ortaya
atilan “karar verme problemi”, aksiyomlar kullant-
larak herhangi bir matematiksel 6nermenin dog-
ru ya da yanlis olduguna karar verebilecek genel
bir algoritma olup olmadigint sorar. Hilbert’in
kendisi boyle bir algoritmanin var oldugunu du-
stiniiyordu. Eder Oyleyse tiim matematigi saglam
temellere oturtmak i¢in “gerekli tim aksiyomlart”
tanumlamak yeterliydi. Daha sonra bu aksiyomlart
kullanarak herhangi bir matematiksel 6nermenin
dogruluguna ya da yanlisligina mantik yoluyla ka-
rar verilebilirdi.
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Karar verme probleminin cevabt olumsuzdur:
Aksiyomlar kullanarak herhangi bir matematiksel
Onermenin dogru olup olmadigina karar verebile-
cek genel bir algoritma yoktur. Cevabin olumsuz ol-
dugunun anlasilmasinda birka¢ 6nemli gelismeden
bahsedilebilir. Bunlar arasinda Kurt Godel’in eksik-
lik teoremleri, Alonzo Church ve Alan Turing’in al-
goritma kavramini tanimlamast ile Alan Turing’in
Turing makineleri Uzerinden “hesaplanabilirlik”
kavramint tanimlamast ve durma problemiyle karar
verme problemi arasinda iliski kurmast sayiabilir.

David Hilbert, (1862-1943)
Alman matematikgi

Geometriyi bir dizi aksiyoma indirgeyen ve
matematigin bicimsel temellerinin olusturulmasina
onemli katkida bulunan Hilbert

integralli denklemlere iliskin calismalariyla
fonksiyonel analizin 20. ylizyildaki gelismesine
oncultk etmistir.



Eksiklik Teoremi

GOdel’in eksiklik teoremleri tutarli aksiyom sis-
temleriyle ilgilidir. Elinizde matematiksel bir oner-
me varsa ya dogru ya da yanlis olmasint beklersi-
niz ¢linkdi hem dogru hem de yanlis olamaz. Eger
bir aksiyom sistemi matematiksel onermelerin her
durumda ya dogru ya da yanlis oldugunu goste-
riyorsa sistemin “tutarli” oldugu sOylenir. Tutarlt
aksiyom sistemleri kullanilarak mantik yurutme
yoluyla bir 6nermenin hem dogru hem de yanlis
oldugu sonucuna varilamaz.

GOdel’in birinci eksiklik teoremi, herhangi bir
tutarl aksiyom sistemiyle dogal sayilarin aritme-
tigiyle ilgili tim dogru 6nermelerin ispatlanama-
yacagint soyler. Dogal sayilarla ilgili, dogru ancak
ispatlanamayacak onermeler her zaman olacaktir.
GoOdel’in ikinci eksiklik teoremiyse sistemin kendi
tutarliligunt gosteremeyecedini sdyler.

Hilbert’in karar verme problemi a¢isindan astl
onemli olan birinci eksiklik teoremidir. Bu teo-
rem herhangi bir aksiyom sisteminin tim dogru
Onermeleri ispatlamak icin yeterli olmadigum ifa-
de eder. ilk bakista, dogru ancak ispatlanamayan
Onermelerin yeni aksiyomlar olarak sisteme dahil
edilebilecegdi diistintilebilir. Ancak Godel’in teore-
mi daha ¢ok sayida aksiyom icerecek yeni sistem
icin de gecerli olacaktir. Dolayisiyla bu daha buytk
sistemi kullanarak da manttiksal akil ylurtitme yo-
luyla tim dogru 6nermeler ispatlanamaz. Kisacast,
hicbir aksiyomatik sistem tiim dogru 6nermeleri
ispatlamak icin yeterli olamayacadi icin bir aksi-
yom sistemini kullanarak herhangi bir 6nermenin
dogru ya da yanlis olduguna karar verebilecek ge-
nel bir algoritma da olamaz. Dolayisiyla Hilbert’in
karar verme probleminin cevabt olumsuzdur.

Godel’in kendisi eksiklik teoremini yalanct
paradoksuna benzetir. Birisinin “Bu ctmle yalan-
dir” dedigini diistintin. Cimle dogru mudur, yoksa
yanlis midir? Ciimle dogru olamaz ¢linkd kendisi
yanlis oldugunu sdylemektedir. Ancak ciimle yan-
lis da olamaz ¢linkii 0 zaman dogru olmast gere-
kir. Godel’in eksiklik teoremiyle basardigt da temel
aritmetik kullanarak yalanct paradoksunun bir tir
matematiksel versiyonunu olusturmaktt. Tipkt ya-
lanct paradoksundaki cimlenin dogru ya da yanlis
olduguna karar verilememesi gibi, Godel’in eksik-
lik teoremi de ne kadar yeni aksiyom tanimlanirsa
tanimlansin dogruluguna ya da yanlisligina “karar
verilemeyecek” dnermeler olacagunt soyler.

Kurt Godel, (1906-1978)
Avusturyali-Amerikali mantikgl, matematikgi
ve matematik felsefecisi

Teoremlerinde tam sayi aritmetigini icerecek kadar

karmasik herhangi bir sistemin iginde,

sistemin aksiyomlarindan yola gikarak dogrulugu veya yanhshgi
kanitlanamayacak onermeler bulunacagini ispatlamistir.
Bunun icin ise Godel numaralandirmasi ismi verilen

bir metot gelistirmistir.

Meshur teoremini Viyana Universitesindeki
doktora calismasi sirasinda 1931 yilinda ispatlamis,
bununla 20. ylizyill matematiginin

yonunu degistirmistir.
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Turing Makinelert,
Hesaplanabilirlik ve
Durma Problemi

Alan Turing 1936’da hesaplamanin matematik-
sel modelini kurdu. Bu modelde, gintimztuzde Tu-
ring makinesi olarak adlandirilan soyut bir makine
vardir. Turing makinesi sonsuz uzunlukta bir seri-
din tzerindeki sembolleri okur, kendisine verilmis
komutlara gore bilgileri isler ve seridin tizerindeki
sembolleri silerek yenilerini yazabilir. Model her ne
kadar basit olsa da ilke olarak modern bilgisayarlar
icin yazumts herhangi bir algoritmayt uygulayabi-
lecek bir Turing makinesi iretmek mumkundir.

Alan Mathison Turing, (1812-1954)
Ingiliz matematikgi, bilgisayar bilimcisi ve kriptolog

Bilgisayar biliminin kurucusu sayilr.

Gelistirmis oldugu Turing testi ile makinelerin ve
bilgisayarlarin distinme yetisine sahip olup olamayacaklari
konusunda bir kriter 6ne stirmustr.
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Bilgisayar bilimindeki temel kavramlardan biri
hesaplanabilirliktir. En genel anlamuyla bir soruyu
¢Ozebilme yetisini ifade eder. Bir sorunun hesap-
lanabilirligi, o soruyu ¢dézmek icin kullanabilecek
bir algoritmanin varliiyla yakindan iliskilidir.
Herhangi bir algoritmayt uygulayacak Turing ma-
kinesi kurmak mumkunddur. Bu sebeple algoritma
kavraminin matematiksel tanimt olarak Turing
makineleri kullanilir. Bir Turing makinesi tarafin-
dan uygulanan stirece algoritma denir.

Alan Turing, 1936 yilinda hesaplanabilirlikle
ilgili temel bir sorunun “karar verilemez” oldugu-
nu ispatladi. “Durma problemi” olarak adlandirilan
bu problem, herhangi bir girdiyi isleyen herhangi
bir bilgisayar programinin eninde sorunda durup
durmayacagint sdyleyecek genel bir algoritma
olup olmadigim sorar. Bir algoritmayt uygulaya-

Turing
Makineleri

lan Turing’in bilgisayar biliminin

temellerini atarken tanimladigi

soyut Turing makinelerinin calis-
ma ilkesi gayet basittir. Makine sonsuz u-
zunlukta oldugu varsayilan bir seridin (ize-
rine yazilmis girdileri okur ve isler, ciktilari
da yine bu seridin lzerine yazar. Serit, her
biri sadece tek bir sembol iceren ya da bos
olan karelere bolinmustir. Makinenin ka-
fasi her seferinde sadece bir kareyi okuya-
bilir. Okudugu veriyi isledikten sonra o ka-
redeki semboll silerek yeniden yazabilir
ya da hicbir sey yapmayabilir. Ayrica maki-
nenin okuma ve yazma islemlerini yapan
kafa kismi islemi tamamladiktan sonra bir
birim saga ya da sola hareket eder.



cak bir Turing makinesi kurdugunuzu ve girdiyi
sonsuz uzunluktaki bandn tzerine yazip makine-
ye verdiginizi dustunun. Verileri okuyup islemeye
baslayan makine bir stire sonra durup size cevabt
mu1 verir, yoksa sonsuza kadar ¢alismaya devam mt
eder? Bu sorunun cevabint verecek genel bir algo-
ritma var midur? Alan Turing durma probleminin
karar verilemez oldugunu, yani herhangi bir is i¢in
uretilmis bir Turing makinesine herhangi bir gir-
di verildiginde makinenin eninde sonunda durup
durmayacagint soyleyebilecek genel bir algoritma
olmadigunt ispatladt.

Durma probleminin karar verilemez olmast,
bir Turing makinesinin durup durmayacaginin
hicbir zaman bilinemeyecedi anlamina gelmez. Or-

sonra duracadt aciktir. Ya da makineye verilen tek
komut “Sifir yaz ve bir birim saga kay” ise makine-
nin sonsuz uzunluktaki bant tzerinde hi¢ durma-
dan surekli sifir yazarak ilerleyecedi agiktir. Ancak
Turing’in ispatt makinenin durup durmayacagina
karar verebilecek genel bir algoritma olmadigint
sOyler. Baska bir deyisle makinenin durup durma-
yacagint belirlemenin tek yolu makineyi ¢alistirip
beklemektir. E§er makine bir noktada durup size
cevabt verirse durdugunu bilirsiniz. Ancak bir stire
Once calistrdiginiz makine hala verileri isleyip
calismaya devam ediyorsa bir stre sonra durup
durmayacagunt kesin olarak sOyleyemezsiniz. Do-
layistyla durma problemi “karar verilemez” ya da
“hesaplanamaz”dir.

nedin makineye verilen tek komut “Okudugun ve-
riyi sil ve dur” ise makinenin ilk okudugu veriden
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Her bir Turing makinesi belirli bir algoritmayi (komutlar
dizisini) uygulamak Gzere tasarlanir. Her ne kadar maki-
nenin isleyebilecegi veri miktarinin sonsuz oldugu var-
sayllsa da makineye verilecek komutlarin sayisi sinirlidir.
Makinenin hangi durumda hangi komutu uygulayacagi-
nin “i¢sel durumu” tarafindan belirlendigi soylenir. Her
bir islemden sonra makinenin i¢sel durumu degisebilir.
Ornegin girdilerin ve ciktilarin 1’lerle ve 0’larla kodlan-
digi durumda bir Turing makinesine verilen komutlar su
sekilde olabilir:

00->101L
01->21R
100-01R.DUR

Bu komutlarda kicuk puntolarla yazilan rakamlar ma-
kinenin i¢sel durumunu, buylik puntolu rakamlarsa ma-
kinenin okudugu (solda) ve yazdigi (sagda) simgeleri
gosteriyor. Komutlarin sag tarafindaki R ve L harfleriyse
makinenin islemi gerceklestirdikten sonra seridin (ze-
rinde sirasiyla bir birim saga ya da sola hareket etmesini
soyllyor. Dolayisiyla birinci komutta eger i¢csel durumu

0’sa ve 0 rakamini okuyorsa, makineye 0 rakamini silip
1 rakamini yazdiktan sonra bir birim sola kaymasi ve ic-
sel durumunu 10 olarak degistirmesi sdyleniyor. ikinci
komutta eger icsel durumu 0’sa ve 1 rakamini okuyor-
sa, makineye seridin tzerinde yazili simgeye hicbir islem
yapmadan bir birim saga kaymasi ve i¢sel durumunu 2
olarak degistirmesi soyleniyor. Uciincii komutta eger
icsel durumu 10’sa ve okudugu rakam 0’sa, makineye 0
rakamini silip 1 rakamini yazdiktan sonra bir birim saga
kaymasi ve i¢csel durumunu 0 olarak degistirip durmasi
soyleniyor. Bir Turing makinesi calismaya baslarken gir-
diler kafanin sagindadir. Makine durduktan sonra verdigi
sonugsa kafanin sol kisminda yazar.

Turing makinesinin veri isleyen modern islemcilerin ge-
nel bir 6rnegi oldugu soylenebilir. Gergek bir bilgisayar
tarafindan yapilabilecek herhangi bir hesap Turing maki-
neleriyle de yapilabilir. En temel fark, gercek bilgisayarla-
rin aksine, Turing makinelerinin okuyabilecegi, isleyebi-
lecegi ve yazabilecegi veri miktarinin sinirsiz olmasidir.
Ancak sinirli zaman icinde bir Turing makinesinin kulla-
nabilecegi ve yazabilecegi veri miktari da sinirlidir.
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Spektral Bosluk ve
Karar Verme Problemi

Uc matematikci Nature’da yayumladiklart bir
makalede spektral bosluk probleminin “karar ve-
rilemez” oldugunu gosterdi. Aynt durum pek ¢ok
baska fizik sorusu icin de gecerli olabilir.

Spektral bosluk, bir malzemenin temel enerji
seviyesiyle ilk uyarimis enerji seviyesi arasindaki
farktir. Bu farkin sonlu buyuklikte oldugu mal-
zemelerin boslukly, sifir oldugu malzemelerinse
bosluksuz oldugu sOylenir. Arastumactlarin bir
malzemenin bosluklu ya da bosluksuz olmasinin
karar verilemez oldugunu gostermek i¢in takip et-
tigi yontem hayli karmasik. Makalenin eklerindeki
ispatlarin toplam uzunlugu yuz sayfanin tizerinde.

Kisaca 6zetlemek gerekirse arastirmacilar 6nce bir
malzeme tasarliyorlar. Oyle ki malzemenin temel
enerji seviyesinde cok sayida 6zdes Turing maki-
nesi kodlaniyor. Makinelerin bir kez ¢alismaya bas-
ladiktan sonra durmast malzemenin bosluklu, dur-
mamastysa malzemenin bosluksuz oldugunu gos-
teriyor. Durma probleminin kendisi karar verile-
mez oldugu i¢in bu durum spektral bosluk proble-
minin de karar verilemez oldugu anlamna geliyor.

Turing makinelerinin islemleri nasil yaptigiyla ilgili bir-
kac 6rnek verelim. iste bir n sayisini alarak n+1 sayisini
hesaplayan bir Turing makinesinin komutlari:

00- 00R, 01->11R,10->0T1R.DUR, 11> 11R.

Bu Turing makinesinde bir n tam sayisi n tane ardisik
1 ile temsil ediliyor. Ornegin (¢ sayisina karsilik gelen
girdi 0001110000, bes sayisina karsilik gelen girdiyse
0011111000 seklinde olabilir. Seridin sonsuz uzunlukta ol-
dugunu (bastaki ve sondaki sifirlarin sonsuza kadar uzan-
digini), baslangicta makinenin kafasinin girdinin sag tara-
finda oldugunu, makine durduktan sonraysa cevabin ma-
kinenin kafasinin sol tarafinda oldugunu unutmayin. Or-
negin (g sayisinin bir fazlasini hesaplamak icin baslangic-
ta icsel durumu 0 olan makineye 011100 girdisini verelim.
Makinenin kafasinin okudugu rakamin altini ¢izerek gos-
terirsek baslangi¢c durumu sudur: 011100. Makinenin igsel
durumu 0 oldugu ve okudugu rakam 0 oldugu icin birinci
komutu (00~ 00R) uygular: Makinenin kafasi, okudugu
karede hicbir degisiklik yapmadan bir birim saga kayar ve
icsel durumu da degismez. Yeni durum 011100°dr. ikinci
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islemde makinenin i¢sel durumu 0 oldugu ve okudugu ra-
kam 1 oldugu icin ikinci komutu 01->11R) uygular: Ma-
kinenin kafasi yine okudugu rakamda bir degisiklik yap-
madan bir birim saga kayar, ancak bu kez islemden sonra
icsel durumunu 1 olarak degistirir. Yeni durum 011100’dir.
Uclincli ve dordiincii islemde dordiincii komut al-
11R) uygulanir: Makinenin kafasi okudugu rakamda bir
degisiklik yapmadan saga kayar ve makinenin icsel duru-
munda bir degisiklik olmaz. Bu iki adimdan sonra durum
sudur: 011100. Besinci islemde makinenin i¢sel durumu
1 oldugu ve okudugu rakam 0 oldugu igin t¢lincii komut
(10-> 0TR.DUR) uygulanir: Makine okudugu 0 rakami-
ni silip 1 rakamini yazdiktan sonra bir birim saga kayar
ve i¢sel durumunu 0 olarak degistirip durur. Son durum
00111100’dir. Makinenin kafasinin sol tarafinda kalan se-
ritte ardisik dort tane bir rakami oldugu icin cevap 4tir.
Bu 6rnek hayli basitti, daha karmasik iki 6rnekse asagida.
Bir tam sayinin iki katini hesaplayan Turing makinesi:

00- 00R, 01-> 10R, 10-> 1011, 11-> 11R, 100-> 110R,
101> 1000R, 110> 01R.DUR, 111> 111R, 1000->
1011L,1001->1001R,1010->101L,110T>1011L.



Arastirmactilar, makalelerinde spektral bos-
lugun karar verilemez olmasiyla ilgili iki teorem
ispatliyorlar. Birincisi, algoritmik karar verilemez-
lik: Tim etkilesimler bilinse bile bir malzemenin
bosluklu mu, yoksa bosluksuz mu olduguna karar
verebilecek genel bir algoritma yoktur. Ikincisi, ak-
siyomatik karar verilemezlik: Elinizde tutarlt bir
aksiyomlar sistemi olsa bile bosluklu mu, yoksa
bosluksuz mu oldugu bu aksiyomlar tarafindan
belirlenemeyecek malzemeler varduwr. Birinci teo-
remdeki karar verilemezlik durma probleminin
karar verilemezligine, ikinci teoremse Gddel’in ek-
siklik teoremine benziyor.

Turing Makinesi

Bu makineye de n sayisini girdi olarak vermek icin bant
Uzerine n tane ardisik 1 sayisi yaziliyor.

iki tam sayinin en biiyiik ortak bélenini hesaplayan Tu-
ring makinesi:

00-00R,01>111,10->101R,11->11L,100->10100R,
101-> 110R, 110- 1000R, 111> 111R, 1000 1000R,
1001 1010R, 1010 1110L, 1011 1101L, 1100->
1100L, 110T> 111, 1110 - 11101, 111> 10001L,
10000->10010L, 10001-> 10001 L, 10010-> 100R, 10011-
>171L,10100-> 00R.DUR, 10101 10101 R.

Bu Turing makinesi girdi olarak aralarinda bir adet 0
olan ardisik 1’ler aliyor. Ornegin 8 ile 6’nin en biiyiik or-
tak bolenini bulmak icin makineye girdi olarak tzerinde
00111111110111111000 yazili bir serit veriliyor.

Turing makineleriyle ilgili daha ¢ok sey 6grenmek igin
bu yazidaki 6rneklerin de kaynagi olan Roger Penrose’un
Kralin Yeni Usu kitabini inceleyebilirsiniz.

Turing Makinesi
Makine sonsuz uzunlukta oldugu varsayilan bir seridin (izerine yazilmis
girdileri okur ve isler, ¢iktilari da yine bu seridin lizerine yazar.

Serit, her biri sadece tek bir sembol igeren ya da bos olan
karelere bolinmastir.

Makine ¢alismaya baslarken girdiler kafanin sagindadir.

Makine durduktan sonra verdigi sonugsa
kafanin sol kisminda yazar.

Sonsuz uzunlukta serit

Okuma, yazma ve
silme birimi

Her bir islemden sonra
makinenin kafasi (ya da serit)
bir birim saga ya da sola
hareket eder.
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Spektral Bosluk

uantum mekanigini klasik me-
I( kanikten ayiran en temel fark-
lardan biri streksizliktir. Klasik meka-
nikte bir nesnenin enerjisi herhangi
bir deger alabilir. Ancak maddeye
atom olceginde bakildiginda ayni du-
rumun gecerliolmadigi goriiliir.Orne-
gin hidrojen atomunda elektronlarin
bulunabilecegi belirli enerji seviyele-
ri vardir. Elektronlarin farkli seviyeler
arasinda gecis yaparken sogurdugu
ve yaydigl fotonlarin enerjilerini oOl-
cerek hidrojen atomunun spektrumu
(tayfi) belirlenebilir. S6z konusu tek
tek atomlar oldugunda farkli enerji
seviyeleri arasinda buyuk bosluklar
vardir. Ancak cok sayida atomun bir
araya gelmesiyle olusan karmasik
malzemelerdeyse bosluklar daha k-
clktdr, hatta bazen hig bosluk yoktur.

Bir malzemenin temel enerji seviyesi,
0 malzemenin bulunabilecegi en du-
stk enerjili seviyedir. Bilim insanlari,
malzemeleri temel enerji seviyeleri-
ne indirmek icin sicakliklari neredey-
se mutlak sifira disene kadar sogu-
turlar. Malzeme disaridan enerji aldi-

Spektral Bosluk

Atomlarda enerji seviyeleri arasinda her zaman
bosluklar vardir. Ancak cok sayida atomdan olusan
malzemelerse bosluklu ya da bosluksuz olabilir.
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gindaysa daha yuksek enerjili seviye-
lere gecer (uyarilir). Temel enerji sevi-
yesi ile birinci uyarilmis enerji seviyesi
arasindaki farka spektral bosluk denir.
Bazi malzemelerin spektral boslugu
hayli buyuktar. Bazi malzemelerdeyse
hi¢ spektral bosluk yoktur. Malzeme-
nin “bosluklu” mu, yoksa “bosluksuz”
mu oldugu ozellikle dtsuk sicakliklar-
daki davranislarini belirler. Ornegin
bosluksuz malzemelerde kuantum
faz dontsumleri gerceklesirken bos-
luklu malzemelerde bu gerceklesmez.
Peki, neden?

Faz donustmleri sirasinda malze-
menin Ozelliklerinde onemli degi-
siklikler olur. Gunlik hayatta asina
oldugumuz erime ve donma gibi faz
donltstmleri malzemenin cevresiyle
1sialisverisi yapmasiyla gerceklesir.
Kuantum faz dontstmleriyse hig 1si
enerjisinin olmadigr mutlak sifirda
bile gerceklesebilir. Ornegin bir mal-
zemenin etrafindaki manyetik alan
degistirilerek yalitkan halden supe-
riletken hale ya da kati halden slpe-
rakiskan hale gecmesi saglanabilir.
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Bu ve benzeri faz donustmlerinin
mutlak sifirda bile gerceklesmesi an-
cak malzemenin bosluksuz olmasiyla
mUumkindir. Cinkl bos uzayda her
daim meydana gelen kuantum sali-
nimlarindan oddng alinacak en ufak
miktarda enerji bile malzemenin uya-
rilmasini ve faz dondsimu gegirme-
sini saglayabilir. Bosluklu malzemeler
icinse bu mumkun degildir. Dolayisiy-
la kuantum faz donutstmlerinin tam
olarak anlasilabilmesi icin malzeme-
lerin hangi kosullarda bosluklu ya da
bosluksuz oldugunun belirlenmesi
gerekir. Yogun madde fizigindeki pek
cok baska soru da yine spektral bos-
luk problemiyle iliskilidir. Hatta Clay
Matematik Enstitisi’niin cozenlere
Milenyum Odili’nii vaat ettigi yedi
sorudan biri olan “Yang-Mills kutle
boslugu”nun da spektral bosluk prob-
leminin bir tlrd oldugu soylenebilir.
Parcacik hizlandiricilarda yapilan de-
neyler, en hafif parcacigin katlesinin
(kitle boslugunun) sifir olamayacagi-
na isaret eder. Yang-Mills ktle boslu-
gu problemi de bu hipotezin kuramsal
yontemlerle ispatlanmasiyla ilgilidir.
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Temel seviyeden
daha yiiksek enerjili
herhangi bir seviye
miimkiindir.

Temel seviye



Sonug

Laboratuvara girip bir malzemenin bosluklu
mu, yoksa bosluksuz mu olduguyla ilgili bir de-
ney yaptiginizt distiniin. Elde ettiginiz veriler ya
spektral boslugun sifir oldugunu (malzemenin
bosluksuz oldugunu) ya da spektral boslugun son-
lu biyuklikte oldugunu (malzemenin bosluklu
oldugunu) sdyleyecektir. Peki Oyleyse yapilan is-
patlara gore spektral bosluk sorusunun (ya da bas-
ka herhangi bir fizik sorusunun) karar verilemez
olmast ne anlama geliyor?

Ik olarak elde edilen sonuclar, bazt fizik sorula-
rinn “genel” ¢6zimiinlin bulunamayacagint gos-
teriyor. Ancak tipkt Turing makinelerinin durma
probleminin karar verilemez olmasinin belirli bir
Turing makinesinin durup durmayacagun hicbir
zaman bilinemeyecedi anlamina gelmedigi gibi,
bir fizik sorusunun karar verilemez olmast da bu
tirden belirli problemlerin dogru cevabinin hicbir
zaman bulunamayacagt anlamina gelmez. Yapilan
ispatlar spektral bosluk probleminin tim malze-
meler icin c¢odziillemeyecedini goOsterse de belirli
malzemeler i¢cin dogru cevabt bulmak mimkin.
Ancak spektral bosluk problemini ¢6zen genel bir
algoritma bulunamaz. Bir sistemin mikro Olgekteki
tim etkilesimleri bilinse bile her durumda malze-
menin bosluklu mu, yoksa bosluksuz mu olacagint
sOylemek mimkin degildir.

Aslinda bosluklu ve bosluksuz terimleri, mate-
matiksel olarak, sadece malzeme sonsuz buyuklik-
te oldugu durumda anlamlidir. Gercek hayatta ise
hicbir malzeme sonsuz sayida parcacik icermez.
Makro buyuklikteki malzemeler 10%* civarinda
atom icerir. Bu ¢ok bluiyuk saymnin pratik amacglar
icin neredeyse sonsuz oldugu varsayilabilir. An-
cak hangi malzeme icin hangi blyiikligln yeter-
li oldugu bilinmez. Deneyciler farklt biiytkliikte
malzemelerle aynt 6l¢imu yapar, benzer sonuglar
elde ettikleri durumlarda termodinamik limite ula-
sildigint (malzemenin sanki sonsuz buyukliktey-
mis gibi davrandigini) varsayarlar. Benzer bi¢cimde
bilgisayar benzetimleri yapan kuramcilar da farkl
buyuklikteki sistemler tizerinde hesaplar yapar ve
benzer sonuglar elde ettiklerinde termodinamik li-
mite ulasildigin varsayarlar. Ancak arastirmacila-
rin yaptigt ispatlarin bir diger énemli sonucu, han-
gi bliytklikte termodinamik limite ulasilacaginin
tahmin edilemeyecegi. Spektral bosluk sorusunu
ele alalum. Diyelim ki 10?® civarinda atom igeren bir
malzeme Uzerinde deneyler yaptiniz ve bosluklu
oldugu sonucunda vardiniz. Ancak malzemeye tek
bir atom dahi eklendiginde bile aynt sonucu elde
edeceginizden emin olmanizin bir yolu yoktur.
Farklt buyuklikte malzemelerin benzer sonuglar
vermesi termodinamik limite ulasidigint goster-
mez. Benzer bicimde bir kuramcinin yaptigt farklt
buyuklikteki benzetimlerin benzer sonuglar ver-
mesi de termodinamik limite ulasildigint goster-
mez. Bu ¢ikarumin sicaklik ya da cevresel etken-
lerdeki degisimle dedil, sistemin blytkligtindeki
degisimlerle gerceklesen yeni bir tlir faz dontsi-
mine isaret ettigi de sdylenebilir.

Ozetle, arasturmactlarin yaptigt ispatlar mate-
matigin yant sira fizikte de karar verilemeyen prob-
lemlerin var oldugunu gosteriyor. Sadece spektral
bosluk problemi degil, baska pek ¢ok fizik sorusu
da karar verilemez tiirden olabilir.
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